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Zusammenfassung

Trotz ihrer fruchtbaren Resultate ist die worst-case Komplexitdtstheorie nur bedingt dazu
geeignet, die Effizienz von Algorithmen in der Praxis zu beurteilen, denn viele Algorithmen
sind auf typischen Eingaben deutlich effizienter als auf worst-case Eingaben. Ein Schritt hin
zu realitdtsndheren Eingabemodellen ist Spielman und Teng gelungen, als sie den Begriff der
geglatteten Komplexitit eingefithrt und damit die Effizienz des Simplex-Algorithmus in prak-
tischen Anwendungen erklirt haben [9]. Der geglétteten Komplexitit liegt ein semi-zufilliges
Eingabemodell zu Grunde, das zunéchst einem Gegner erlaubt, eine moglichst schlechte Einga-
be vorzugeben, die dann im zweiten Schritt einer leichten zufilligen Anderung (Perturbation)
unterworfen wird, um zuféllige und willkiirliche Faktoren zu représentieren, die in prakti-
schen Anwendungen stets vorhanden sind. Die grofite erwartete Laufzeit auf einer solchen
semi-zufélligen Eingabe, die der Gegner erreichen kann, wird als die gegléttete Laufzeit des
Algorithmus bezeichnet.

Beier und Voécking haben fiir eine grofie Klasse binédrer Optimierungsprobleme einen Zusam-
menhang zwischen der worst-case und der geglétteten Komplexitit gefunden [2]. Sie haben
gezeigt, dass ein Problem aus der untersuchten Klasse genau dann eine polynomielle geglétte-
te Komplexitét besitzt, wenn es einen Algorithmus fiir das Problem gibt, der im Worst-Case
eine pseudopolynomielle Laufzeit besitzt. In dieser Arbeit verallgemeinern wir das Resultat
von Beier und Vocking auf den Fall ganzzahliger Optimierungsprobleme. Sind die Variablen
nicht mehr binér, so gehen viele Eigenschaften verloren, die bei der Analyse des binédren Falls
ausgenutzt werden. Beispielsweise gibt es fiir eine lineare Funktion der Form wix1+. ..+ wpxy,
und fiir zwei verschiedene Losungen x,y € {0,1}" stets einen Koeffizienten w;, von der der
Funktionswert genau einer der beiden Losungen unabhéngig ist. Diese Eigenschaft ist nicht
erfiillt, wenn der Wertebereich der ganzzahligen Variablen eine beliebige Teilmenge D C Z
ist. Ein weiteres Beispiel fiir eine Eigenschaft, die bei der Analyse des binédren Falls verwendet
wird und die im allgemeinen Fall nicht mehr erfiillt ist, betrifft das Runden von Koeffizienten.
Rundet man in einer linearen Nebenbedingung der Form xiwi + ... + z,w, <t alle Koeffi-
zienten w; ab, so reduziert man im bindren Fall damit das Gewicht x1wq + ... + x,w, oder
verdndert es nicht. Sobald D auch negative Werte enthélt, kann das Gewicht jedoch durch
das Abrunden der Koeffizienten auch grofier werden.

Entscheidend fiir unsere Analyse ganzzahliger linearer Optimierungsprobleme sind die struk-
turellen Eigenschaften Gewinner-, Verlierer- und Giiltigkeits-Gap. Das Gewinner-Gap gibt
an, um wie viel besser die beste erlaubte Losung x* im Vergleich zur zweitbesten erlaubten
Losung ist. Das Giiltigkeits-Gap gibt an, wie weit das Gewicht von * von der Schranke ¢ ent-
fernt ist, und das Verlierer-Gap gibt an, wie weit die Gewichte der nicht erlaubten Lésungen,
die besser als x* sind, iiber der Schranke ¢ liegen. Die Grofle dieser Gaps kann als Maf3 dafiir
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aufgefasst werden, wie anfillig eine Instanz eines ganzzahligen Optimierungsproblems II fiir
kleine Anderungen der Koeffizienten ist. Sind alle drei Gaps nicht zu klein, so kénnen alle Ko-
effizienten in den linearen Nebenbedingungen und der linearen Zielfunktion leicht abgeéndert
werden, ohne dadurch die optimale Lésung zu verdndern. Wir werden zeigen, dass diese Gaps
bei zufilligen Probleminstanzen mit hoher Wahrscheinlichkeit so grof sind, dass man die
Koeflizienten geeignet runden kann, ohne dabei die optimale Lésung zu verindern. Diese Ei-
genschaft werden wir ausnutzen, um aufbauend auf einem pseudopolynomiellen Algorithmus
fiir IT einen Algorithmus mit polynomieller geglitteter Laufzeit fiir I zu konstruieren. Das
Resultat iiber das Gewinner-Gap gab es bereits in einer unveroffentlichten Version der Arbeit
von Beier und Vécking [2]. Die Resultate iiber das Verlierer- und das Giiltigkeits-Gap lassen
sich aus o.g. Griinden nicht kanonisch vom binéren auf den allgemeinen Fall {ibertragen. Sie
sind im Rahmen dieser Diplomarbeit entstanden.

Ich danke Berthold Vocking fiir die hervorragende Betreuung dieser Diplomarbeit. Aufler-
dem bedanke ich mich bei Nicola Beume und Matthias Englert fiir Hinweise auf Fehler und
Verbesserungsvorschlige.
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KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Problemstellung und Motivation

Ein grundlegendes Ziel einer guten Theorie sollte es sein, Beobachtungen, die in der Praxis
gemacht werden, erkldren und vorhersagen zu konnen. Bezogen auf die Komplexitétstheorie
und die Theorie vom Entwurf effizienter Algorithmen bedeutet das, dass zuverléssige Aussa-
gen dariiber getroffen werden sollten, welche Probleme in praktischen Anwendungen effizient
gelost werden konnen und wie effiziente Algorithmen fiir diese Probleme aussehen.

Um die Effizienz von Algorithmen zu messen, muss zunéchst ein Komplexitdtsmafs festgelegt
werden. Das in der Theorie mit Abstand am héaufigsten verwendete Maf} ist das der maxi-
malen Rechenzeit (worst-case Komplezitdt), dabei wird fiir jede Eingabelénge die (erwartete)
Laufzeit auf der fiir den Algorithmus schlechtesten Eingabe als Referenz genommen. Die auf
diesem Komplexitdtsmafl aufbauende Komplexititstheorie zahlt zweifelsfrei zu den grofiten
Errungenschaften der theoretischen Informatik. Sie erreichte 1971 einen ersten Hohepunkt als
es erstmals gelang, die NP-Vollsténdigkeit eines Problems nachzuweisen [4], und hat seitdem
viele weitere interessante und fruchtbare Resultate hervorgebracht.

Trotzdem muss man kritisch feststellen, dass das Ziel, diejenigen Probleme und Algorithmen
zu identifizieren, die effizient l6sbar bzw. effizient durchfiihrbar sind, damit nur zum Teil
erreicht wurde. Auch im Falle P £ NP gibt es keinen Grund zu resignieren, wenn das be-
trachtete Problem NP-hart ist. Es gibt dann zwar keinen Algorithmus, der auf allen Eingaben
eine polynomielle Laufzeit hat, es kann jedoch Algorithmen geben, die auf den Eingaben,
die in praktischen Anwendungen vorkommen, effizient sind oder die im Erwartungswert eine
polynomielle Laufzeit haben, wenn eine Eingabe zufillig ausgewihlt wird. Auflerdem gibt es
fiir viele NP-harte Probleme effiziente und gute Approximationsalgorithmen, auf die wir in
dieser Arbeit jedoch nicht weiter eingehen werden.

Wenn die Laufzeit eines Algorithmus nicht mehr nur essentiell von der Eingabelénge sondern
auch von der konkreten Eingabe abhéngt, stellt das Komplexitdtsmall der maximalen Rechen-
zeit folgerichtig kein realistisches Mafl zur Beurteilung der Effizienz des Algorithmus dar, denn
dann kann es passieren, dass der Algorithmus trotz einer groflen Laufzeit auf der schlimmsten
Eingabe auf fast allen Eingaben effizient ist. Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist der Simplex-
Algorithmus zur Losung linearer Optimierungsprobleme. Der Simplex-Algorithmus hat im
schlimmsten Falle eine exponentielle Laufzeit, er ist jedoch in praktischen Anwendungen den
bekannten polynomiellen Algorithmen ebenbiirtig und oftmals sogar {iberlegen.

Ein Komplexitdtsmafl, das die Laufzeiten in praktischen Anwendungen unter gewissen
Umstédnden besser widerspiegeln kann, ist die durchschnittliche Komplezitit (average-case

1



Kapitel 1. Einleitung

Komplexitit). Dazu muss fiir jedes n € N eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Men-
ge der Eingaben der Linge n gegeben sein. Die durchschnittliche Laufzeit des Algorithmus
fiir die Eingabelénge n ist dann definiert als die erwartete Laufzeit beziiglich der gegebenen
Verteilung auf der Menge der Eingaben dieser Lénge. Die Schwachstelle dieses Komplexitéts-
mafles liegt in der Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn in praktischen Anwendungen
ist in aller Regel nicht klar, welche Eingabe mit welcher Wahrscheinlichkeit ausgew ahlt wird,
und auflerdem &ndert sich die Verteilung mit dem Anwendungsszenario. Das bedeutet, dass
eine Analyse der durchschnittlichen Laufzeit eines Algorithmus stets nur eine Aussage iiber
ein spezielles Anwendungsszenario treffen kann.

Untersucht man die durchschnittliche Komplexitét fiir eine ,, falsche* Verteilung, so sind keine
Riickschliisse auf das Verhalten des Algorithmus in der Praxis moglich, denn Eingaben, die
in der Praxis vorkommen, haben in der Regel eine spezielle Struktur, die bei den meisten
Problemen beispielsweise bei einer uniformen Verteilung der Eingaben nicht vorhanden ist.
Deswegen sind Analysen der durchschnittlichen Laufzeit auch nur bedingt dazu geeignet, das
Verhalten von Algorithmen in der Praxis zu erkléren.

Es ist zwar unmoglich, ein Eingabemodell mathematisch zu beschreiben, das die Situation in
praktischen Anwendungen exakt widerspiegelt, ein viel versprechender neuer Ansatz auf dem
Weg hin zu realitéitsniheren Eingabemodellen ist jedoch im Jahre 2001 Spielman und Teng
gelungen [9], als sie das Komplexitdtsmaf der geglitteten Komplexitit (smoothed Komplezitit)
eingefiihrt haben. Dieses Maf ist eine Mischung aus worst-case und average-case Komplexit &t
und beruht auf einem zweistufigen semi-zufilligen Eingabemodell. Im ersten Schritt darf dabei
ein Gegner deterministisch eine beliebige Eingabe vorgeben, die darauthin im zweiten Schritt
ciner kleinen zufilligen Anderung (Perturbation) unterzogen wird. Der zweite Schritt soll
zufillige und willkiirliche Faktoren reprasentieren, die bei praktischen Anwendungen stets
gegeben sind.

Um die gegléittete Laufzeit eines Algorithmus fiir Eingaben der Linge n zu bestimmen, wird
zunichst fiir jede Eingabe dieser Linge die erwartete Laufzeit des Algorithmus auf einer
zufillligen Perturbation der Eingabe berechnet und anschlieBend das Maximum iiber diese
Erwartungswerte gebildet. Wie genau die zufilligen Anderungen geschehen, wird durch ein
sogenanntes Perturbationsmodell festgelegt, dieses sollte so definiert sein, dass eine Pertur-
bation moglichst viele strukturelle Eigenschaften einer Eingabe erhélt. Fiir eine geglittete
Analyse ist es wichtig, dass das Perturbationsmodell parametrisiert ist und man iiber einen
Parameter festlegen kann, wie stark eine Eingabe, die der Gegner vorgibt, durch eine Pertur-
bation typischerweise verdndert wird. Die geglidttete Laufzeit wird dann als Funktion dieses
Parameters und der Eingabegrofie aufgefasst.

Das verdeutlichen wir am Beispiel des Simplez-Algorithmus, der von Spielman und Teng in
der Arbeit, in der sie das Mafl der gegliatten Komplexitét eingefithrt haben, untersucht wird.
In dieser Analyse wird angenommen, dass ein Gegner ein lineares Programm vorgibt, bei dem
die Koeffizienten der Nebenbedingungen im Intervall [—1, 1] liegen. Jeder dieser Koeffizienten
wird dann unabhéngig von den anderen dadurch abgeéndert, dass zu ihm eine normalverteilte
Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung o addiert wird. Spielman und
Teng haben gezeigt, dass die gegléttete Laufzeit des Simplex-Algorithmus polynomiell in der
Anzahl der Variablen und in 1/0 ist, und haben somit eine theoretische Begriindung dafiir
gefunden, dass der Simplex-Algorithmus in praktischen Anwendungen effizient ist.

Man kann die geglittete Laufzeit eines Algorithmus auch als ein Maf§ dafiir auffassen, wie
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1.2. Gangzzahlige Optimierungsprobleme

dicht die worst-case Eingaben im Raum aller Eingaben liegen. Gibt es Bereiche, in denen viele
fiir den Algorithmus schlechte Eingaben dicht beisammen liegen, so ist die geglattete Laufzeit
grof}. Liegen die schlechten Eingaben jedoch isoliert, so ist die geglittete Laufzeit kleiner,
dann kann es zwar Eingaben geben, auf denen die Laufzeit des Algorithmus sehr grof} ist,
man muss jedoch viel Pech haben, um in praktischen Anwendungen tatséchlich eine solche
Eingabe zu treffen.

Nach der Arbeit von Spielman und Teng sind zahlreiche weitere Arbeiten erschienen, in denen
die geglittete Komplexitit diverser Probleme untersucht wurde. (Eine aktuelle Liste aller Ar-
beiten iiber geglittete Komplexitét ist auf der Homepage von Daniel Spielman zu finden [8].)
Beier und Viécking haben die geglittete Komplexitéit diskreter Optimierungsprobleme unter-
sucht [2]. Sie haben bindre Programme und eine noch allgemeinere Klasse bindrer Optimie-
rungsprobleme untersucht und einen Zusammenhang zwischen der worst-case Komplexitét
und der gegliatteten Komplexitdt dieser Probleme herleiten kénnen. Fiir die betrachtete Klas-
se bindrer Optimierungsprobleme haben sie gezeigt, dass ein Problem aus dieser Klasse genau
dann eine polynomielle geglittete Komplexitdt besitzt, wenn es einen randomisierten Algo-
rithmus fiir das Problem gibt, der im Worst-Case eine pseudopolynomielle erwartete Laufzeit
hat.

In dieser Arbeit werden wir das Resultat von Beier und Vécking fiir bindre Optimierungs-
probleme auf den Fall ganzzahliger Optimierungsprobleme verallgemeinern. Dieses Resultat
gilt ebenso wie das von Beier und Voécking fiir eine grofle Klasse von Perturbationsmodellen,
allerdings miissen die Absolutwerte der ganzzahligen Variablen und damit auch die Grofe des
Wertebereiches polynomiell in der Anzahl der Variablen beschréankt sein.

Wir werden im néchsten Abschnitt formal den Begriff eines ganzzahligen Optimierungspro-
blems einfiihren und die Klasse derjenigen Probleme beschreiben, auf die sich unsere Analyse
anwenden ldsst. In dem darauf folgenden Abschnitt werden wir definieren, was wir unter po-
lynomieller geglitteter Komplexitit verstehen und wie das semi-zufillige Eingabemodell fiir
die untersuchten ganzzahligen Optimierungsprobleme aussieht. Im letzten Abschnitt dieses
Kapitels geben wir einen Uberblick iiber die Analyse, die in den darauf folgenden Kapiteln
durchgefiihrt wird.

1.2 Ganzzahlige Optimierungsprobleme

Definition 1.2.1 (Ganzzahliges Optimierungsproblem). Ein ganzzahliges Optimie-
rungsproblem 11 besteht aus den folgenden Komponenten:

e cine Menge von Probleminstanzen (FEingaben) T,

e fiir jede Eingabe I € T eine Menge D(I) C Z, die den Wertebereich der ganzzahligen
Variablen angibt,

e fiir jede Eingabe I € T eine Zahl n(I) € N, die die Anzahl der ganzzahligen Variablen
in der Probleminstanz I angibt,

e fiir jede Eingabe I € T eine Menge S(I) C D(I)™1) von erlaubten Lésungen,
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Kapitel 1. Einleitung

e fiir jede Eingabe I € T eine Zielfunktion fr: S(I) — R, die maximiert oder minimiert
werden soll.

FEine Probleminstanz mit einer linearen Zielfunktion und einer Menge von erlaubten L dsungen
S, die ausschlieflich durch lineare Nebenbedingungen beschrieben wird, heifft ganzzahliges
Programm.

Viele ganzzahlige Optimierungsprobleme, die in praktischen Anwendungen auftreten, besitzen
eine lineare Zielfunktion, deren Koeffizienten Teil der Eingabe sind. Wir veranschaulichen das
an den folgenden Beispielen. Es wird in diesen Beispielen fiir natiirliche Zahlen n die Notation
[n] verwendet, darunter verstehen wir in dieser Arbeit die Menge {1,...,n}.

Beispiel 1.2.2 (Traveling Salesperson Problem). Eine Eingabe fiir das Traveling Sales-
person Problem (TSP) besteht aus einem vollstéindigen, gerichteten und gewichteten Graphen
G = (V,1), wobei V = {1,...,n} die Menge der Stédte sei und { : V' x V — R>( die Absténde
der Stéddte angebe. Gesucht ist eine Rundreise minimaler Lénge im Graphen G. Um dieses
Problem als ganzzahliges Optimierungsproblem zu formulieren, fiihren wir fiir jede Kante ei-
ne binédre Variable ein, das heifit, wir setzen D = {0, 1} und definieren die binéren Variablen
x;; fir i,j € [n] mit ¢ # j. Durch diese Variablen wird eine Kantenauswahl im Graphen
beschrieben, die genau diejenigen Kanten enthélt, deren zugehorige Variablen den Wert 1
haben. Die Menge der erlaubten Lésungen S C {0, 1}"2*” besteht in diesem Fall aus genau
den Variablenbelegungen, die Rundreisen représentieren, und fiir die Zielfunktion f: S — R

gilt fiir jedes = € {0,1}7° "
Fla@) =" 10, j)iy.

i=1 j=1
J#i
Somit ist die Zielfunktion linear und ihre Koeffizienten sind als Teil der Eingabe gegeben, es
sind ndmlich die Funktionswerte von [. O

Beispiel 1.2.3 (Uncapacitated Facility Location Problem). Ein weiteres Beispiel ist
das Uncapacitated Facility Location Problem (UFC). Dabei ist eine Menge von Konsumenten
N ={1,...,n} und eine Menge von moglichen Fabrikstandorten M = {1,..., m} gegeben. Es
ist zu entscheiden, an welchen Standorten Fabriken erdffnet werden, unter der Vorgabe, dass
die entstehenden Kosten — wie konnte es auch anders sein — minimal sind. Die Kosten setzen
sich dabei aus zwei konkurrierenden Summanden zusammen, zum einen kostet das Betreiben
einer Fabrik an Standort j fiir j € M einen Betrag von f; € R>q vielen Geldeinheiten, zum
anderen muss jeder Konsument von einer Fabrik beliefert werden und die Kosten, die dafiir
anfallen, entsprechen dem Abstand zur Fabrik, von der er beliefert wird. Wird Konsument
i € N von Fabrik j € M beliefert, so fallen dafiir ¢; ; € R>q viele Geldeinheiten als Kosten an.
Die Zahlen f; und ¢; ; sind Teil der Eingabe. Wir werden dieses Problem nun als ganzzahliges
Programm formulieren. Dazu fiithren wir nm 4+ m viele bindre Variablen ein, fiir 7 € N und
] € M sei
- { 1 falls Konsument ¢ von Fabrik j beliefert wird
“ 1 0 sonst

und

| 1 falls Fabrik j eroffnet wird
Y9773 0 sonst



1.2. Gangzzahlige Optimierungsprobleme

Die Zielfunktion f ist linear, denn es gilt

Fay) =D uifi+ D) mijeig.

jeEM iEN jEM

Wir kénnen die Menge S der erlaubten Losungen ebenfalls durch lineare Nebenbedingungen
beschreiben. Um sicherzustellen, dass jeder Konsument von genau einer Fabrik beliefert wird
und dass diese Fabrik wirklich erdffnet wird, geniigen die folgenden Nebenbedingungen

Z x;j= 1 firalleie N,
JEM

in,j < ny; firalleje M.
iEN

Der wesentliche Unterschied zwischen der linearen Zielfunktion und den linearen Nebenbe-
dingungen in diesem Beispiel ist, dass die Koeffizienten der Zielfunktion als Teil der Eingabe
gegeben sind, die Koeffizienten der Nebenbedingungen definieren hingegen die Problemstruk-
tur und sind kein expliziter Teil der Eingabe. Im Abschnitt iiber geglittete Komplexitéit wird
auf diesen Unterschied noch weiter eingegangen. %

Auflerdem kann der Fall eintreten, dass ein ganzzahliges Optimierungsproblem lineare Neben-
bedingungen besitzt, deren Koeffizienten als Teil der Eingabe gegeben sind. Auch das wollen
wir an einem Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 1.2.4 (Constrained Shortest Path Problem). Wir betrachten das Problem,
kiirzeste Wege in einem Graphen unter einer zusétzlichen linearen Nebenbedingung zu be-
rechnen, also das sogenannte Constrained Shortest Path Problem (CSP). Sei dazu G = (V, E, )
ein ungerichteter und gewichteter Graph mit den Knoten V, den Kanten F = {eq,..., e}
und den Kantengewichten [ : E — R>(. Ferner seien in G zwei Knoten s € V und t € V aus-
gezeichnet. Wir mdchten einen kiirzesten Weg von s nach ¢ finden, wobei wir unter der Lénge
eines Weges die Anzahl der benutzten Kanten verstehen wollen, man kann sich beispielsweise
ein Routing-Problem vorstellen, bei dem man einen kiirzesten Weg von s nach ¢ sucht. Die
Funktion [ gibt dann fiir jede Kante an, wie lange es dauert, eine Nachricht {iber die Kante
zu schicken. Man verlangt von dem Pfad von s nach ¢, dass er so kurz wie moglich ist unter
der Bedingung, dass das Senden einer Nachricht iiber den Pfad nicht langer dauert als eine
vorgegebene Zeitschranke. Dieses Problem ist NP-hart, wir werden es nun als ganzzahliges
Optimierungsproblem formulieren. Dazu fiithren wir auch hier wieder fiir jede Kante ¢; € F
eine bindre Variable x; ein. Durch diese Variablen wird eine Kantenauswahl beschrieben und
die Menge 8’ C {0, 1}™ bezeichne alle Auswahlen, die einen Pfad von s nach ¢ darstellen. Die
zusétzliche Nebenbedingung ist linear und kann dargestellt werden als

zil(er) + ... + xmllen) <T.

Diese lineare Nebenbedingung beschreibt einen Halbraum B C {0,1}" und die Menge der
erlaubten Losungen S ergibt sich als Schnitt von &’ und B. Fiir die Zielfunktion f gilt nun
einfach f(z) = x1 + ... 4+ x;,. Somit ist die Menge der erlaubten Losungen in diesem Fall
teilweise beschrieben durch eine lineare Nebenbedingung, deren Koeffizienten Teil der Eingabe
sind. Man konnte das Beispiel noch dahingehend erweitern, dass man mehrere zusétzliche
lineare Nebenbedingungen einfiigt. O



Kapitel 1. Einleitung

Durch eine geeignete Kodierung kann jedes diskrete Optimierungsproblem in Form eines ganz-
zahligen Optimierungsproblems formuliert werden. Uns interessieren in dieser Arbeit nur die-
jenigen ganzzahligen Optimierungsprobleme, die mindestens eine lineare Komponente enthal-
ten, die Teil der Eingabe ist.

Definition 1.2.5 (Ganzzahliges lineares Optimierungsproblem). Ein ganzzahliges Op-
timierungsproblem 11 heifit ganzzahliges lineares Optimierungsproblem, wenn es minde-
stens eine lineare Komponente enthdlt, die Teil der Eingabe ist, das heifit, wenn entweder die
Zielfunktion linear ist und ihre Koeffizienten Teil der Eingabe sind oder wenn es mindestens
eine lineare Nebenbedingung mit dieser Eigenschaft gibt.

1.3 Geglittete Komplexitét

Wir beginnen damit, das Perturbationsmodell zu beschreiben, das unserer Analyse zu Grunde
liegt, dabei setzen wir die Kenntnis der in Anhang A vorgestellten Begriffe {iber Wahrschein-
lichkeitstheorie voraus. Im Gegensatz zu dem Perturbationsmodell, das bei der Analyse des
Simplex-Algorithmus benutzt wird, darf bei diskreten Problemen nicht jede lineare Kom-
ponente von stochastischer Natur sein, weil dadurch im Allgemeinen die Problemstruktur
zerstort wiirde. Stattdessen sind in unserem Modell nur solche linearen Komponenten stocha-
stisch, deren Koeflizienten als Teil der Eingabe gegeben sind.

Wir verdeutlichen diesen Sachverhalt an den Beispielen 1.2.3 und 1.2.4 . Beim Uncapacitated
Facility Location Problem sind zwar sowohl die Zielfunktion als auch die Nebenbedingungen
linear, aber nur die Koeffizienten der Zielfunktion sind als Teil der Eingabe gegeben, sie
entsprechen den Kosten fiir das Betreiben einer Fabrik und den Kosten fiir das Beliefern der
Konsumenten. Eine zufillige Anderung dieser Koeffizienten liefert zwar eine andere Instanz
des UFL Problems, die Semantik des Problems &ndert sich dadurch jedoch nicht. Andert man
hingegen die Koeffizienten der Nebenbedingungen ab, so #ndert man die Problemstruktur,
die Sematik des so entstehenden Problems hat mit dem UFL Problem im Allgemeinen nichts
mehr zu tun. Bei diesem Problem ist es also wichtig, dass nur die Zielfunktion stochastisch
ist und der Rest deterministisch bleibt. Beim CSP Problem ist es hingegen nur sinnvoll, die
zusétzliche lineare Nebenbedingung zufillig zu &ndern, denn bei diesem Problem wiirde eine
Anderung der Zielfunktion oder von S’ die Semantik &ndern.

Das semi-zufillige Eingabemodell, das unserer Analyse der gegliatteten Komplexitit zu Grun-
de liegt, sieht vor, dass zunéchst diejenigen linearen Komponenten ausgewihlt werden, die
von stochastischer Natur sein sollen. Dabei ist nur wichtig, dass dies, wie oben erldutert,
nur solche linearen Komponenten sein diirfen, deren Koeflizienten Teil der Eingabe sind,
und dass mindestens eine Komponente als stochastisch ausgewéhlt wird. Die Koeffizienten
dieser ausgewihlten linearen Komponenten werden dann von einem Gegner vorgegeben und
anschliefend zufillig abgeédndert. Dabei gehen wir davon aus, dass der Gegner eine Eingabe
vorgibt, bei der die stochastischen Koeffizienten und die Schranken der stochastischen Neben-
bedingungen alle im Intervall [—1, 1] oder im Intervall [0, 1] liegen, je nachdem, ob sie negative
Werte annehmen diirfen oder nicht. Diese Vorgabe ist keine Einschrinkung an die Klasse der
betrachteten Probleme, denn durch eine entsprechende Skalierung der linearen Komponenten
kann sie stets erreicht werden, ohne dabei das Problem zu &dndern.
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Wie genau die Perturbation der stochastischen Koeffizienten erfolgt, wird durch eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte spezifiziert. Sei f : R — Rx eine Dichte mit sup,cp f(s) = 1, die
eine reelle Zufallsvariable mit endlichem absoluten Erwartungswert beschreibt, fiir die also
E = [;|s|f(s)ds < oo gilt. Wir definieren fiir jedes ¢ > 1 eine Dichte f, durch Skalieren
von f, dabei gelte f4(s) = ¢f(s¢) fiir alle s € R. Es ist dann sup,cp fg(s) = ¢ und der
absolute Erwartungswert einer Zufallsvariablen, die durch fg4 beschrieben wird, ist £/¢. Eine
¢-Perturbation einer Eingabe des Gegners erhélt man dadurch, dass zu jedem stochastisch-
en Koeffizienten eine unabhingige Zufallsvariable addiert wird, deren Verteilung durch die
Dichte f, beschrieben wird. Je gréfier das Supremum ¢ der Dichte ist, desto besser kann ein
Gegner worst-case Eingaben approximieren, weil mit steigendem ¢ die erwartete Anderung
der Koeffizienten immer kleiner wird.

In dem oben beschriebenen Szenario sind die stochastischen Koeffizienten mit Wahrschein-
lichkeit 1 irrationale Zahlen, das heifit, sie besitzen keine endliche Darstellung und kénnen von
einem Algorithmus auch nicht komplett gelesen werden. Stattdessen wird jeder stochastische
Koeffizient durch ein Orakel reprisentiert, das auf Anfrage in konstanter Zeit jeweils ein Bit
des Koeffizienten ausgibt, dabei werden die Bits eines Koeffizienten ,von links nach rechts“
vom Orakel zuriickgegeben. Auch die Schranken der stochastischen Nebenbedingungen, die
nicht perturbiert werden, diirfen irrational sein und werden ebenfalls durch Orakel beschrie-
ben. Ein Algorithmus kann dann entscheiden, wie viele Bits er von den Orakeln erfragen
mochte, also ab welcher Stelle er die Koeffizienten und die Schranken rundet. Wenn wir die
Eingabegrofie einer Probleminstanz messen, so werden wir aus diesem Grunde auch die Lénge
der Darstellungen der Koeffizienten und der Schranken in den stochastischen Komponenten
nicht in Betracht ziehen. Stattdessen gehen wir davon aus, dass jeder der stochastischen Ko-
effizienten und jede Schranke eine ,virtuelle Ladnge“ von 1 hat unabhéngig davon, wie lang
die Darstellung ist.

Von der Dichte f fordern wir aufler den oben genannten Eigenschaften noch, dass es effizient
moglich sein muss, Stichproben gem&fl der durch f beschriebenen Verteilung zu erzeugen. Da
es sich bei diesen Stichproben um reelle und im Allgemeinen um irrationale Zahlen handelt,
kénnen wir nicht fordern, dass es einen Algorithmus gibt, der eine solche Stichprobe kom-
plett erzeugt. Wir benétigen jedoch die Voraussetzung, dass es eine probabilistische Turing-
Maschine gibt, die eines der oben beschriebenen Orakel effizient simulieren kann. Konkret
verlangen wir, dass ein Polynom p existiert und eine probabilistische Turing-Maschine, die
die ersten k Bits rechts vom Komma einer Stichprobe in Zeit p(k) berechnen kann. Eben-
so muss diese Turing-Maschine den ganzzahligen Anteil, also die Bits links vom Komma, in
polynomieller Zeit bezogen auf die Anzahl dieser Bits, berechnen kénnen.

Nach dieser Vorrede kénnen wir nun dazu kommen, formal zu definieren, was wir unter ganz-
zahligen linearen Optimierungsproblemen mit polynomieller geglitteter Komplexitéit verste-
hen. Sei II ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem und sei ein Perturbationsmodell
H, das heifit eine Dichte f mit den oben beschriebenen Eigenschaften und eine Auswahl von
linearen Komponenten, die von stochastischer Natur sein sollen, gegeben. Dann bezeichne
Iy alle Eingaben fiir IT der Linge N und fiir eine Eingabe I € Iy bezeichne H(I,¢) die
Zufallsvariable, die eine ¢-Perturbation von I beschreibt.

Definition 1.3.1 (Polynomielle geglittete Komplexitét). Ein ganzzahliges lineares Op-
timierungsproblem 11 besitzt genau dann eine polynomielle geglittete Komplexitdt, wenn
es einen randomisierten Algorithmus A fir 11 gibt, fir den es zwei Konstanten o« > 0 und
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B > 0 gibt, so dass fiir die Laufzeit T4 von A gilt

VN €N: ¥ > 1: max E[Ta(H(I,6))°] < G6N,
€LN
wobei der Erwartungswert iber die zufdllige Fingabe und die zufilligen Entscheidungen des
Algorithmus gebildet wird.

Diese Definition von polynomieller geglatteter Komplexitét ist analog zur Definition von poly-
nomieller durchschnittlicher Komplexitéit (siehe z. B. [11]), sie erscheint jedoch auf den ersten
Blick wenig natiirlich; man kénnte vermuten, dass es sinnvoller wére, den Exponenten «
auflerhalb des Erwartungswertes zu platzieren. Dabei entstiinde allerdings ein Komplexitéts-
begriff, der nicht robust genug beziiglich einer Anderung des Maschinenmodells wiire, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.3.2 (Durchschnittliche Komplexitét). Es sei ein Problem II gegeben und
Tx bezeichne die Menge der Probleminstanzen der Linge N. Es gelte [Zy| = 2"V und es sei
By C Iy eine Teilmenge der Grofle |By| = [2V(1 — 270%1V)|. Der Algorithmus A habe auf
allen Instanzen aus By eine polynomielle Laufzeit und auf den Instanzen aus Zn\By eine ex-
ponentielle Laufzeit von 2°9V ., Legt man fiir jede Eingabelinge eine uniforme Verteilung der
Eingaben zu Grunde, so rechnet man leicht nach, dass die erwartete Laufzeit des Algorithmus
polynomiell in der Eingabeldnge N ist.

Wir betrachten nun denselben Algorithmus auf einem Maschinenmodell, auf dem die
Ausfithrungszeit des Algorithmus das Quadrat der Ausfiithrungszeit auf dem urspriinglichen
Maschinenmodell ist. Auf diesem Maschinenmodell ist die Laufzeit des Algorithmus auf Ein-
gaben aus By nach wie vor polynomiell und auf Eingaben aus Zx\By exponentiell, ndmlich
20-18N  Tegt man hier dieselbe Verteilung der Eingaben zu Grunde, so rechnet man leicht
nach, dass die erwartete Laufzeit des Algorithmus exponentiell ist.

Es kann also passieren, dass ein Algorithmus auf einem Maschinenmodell eine polynomielle
erwartete Laufzeit hat und auf einem anderen eine exponentielle, auch wenn die Laufzeiten des
Algorithmus auf den beiden Maschinenmodellen polynomiell verkniipft sind. Deswegen wére
eine Definition von polynomieller durchschnittlicher Komplexitéit basierend auf der erwarteten
Laufzeit nicht robust genug. Das trifft analog auch auf polynomielle geglattete Komplexitét

Zu. ¢

Die obige Definition 1.3.1 von polynomieller geglitteter Komplexitét ist jedoch robust ge-
nug und fiir Maschinenmodelle, die sich gegenseitig in polynomieller Zeit simulieren kénnen,
dquivalent. Um das einzusehen und um die Definition handhabbarer zu machen, werden wir
zunichst eine dquivalente Charakterisierung angeben.

Lemma 1.3.3 (Alternative Charakterisierung polynomieller geglitteter Komple-
xitét). Fin ganzzahliges lineares Optimierungsproblem 11 besitzt genau dann eine polynomi-
elle geglittete Komplexitit, wenn es einen randomisierten Algorithmus A und ein Polynom
P gibt, so dass fir die Laufzeit Ty des Algorithmus A gilt

VN EN:Vp>1:Vee (0,1 : VI € Iy : Pr |Tu(H(I,¢)) 2P<N,¢é>] <e,

wobei die Wahrscheinlichkeit iber die zufillige Fingabe und die zufilligen Entscheidungen des
Algorithmus gebildet wird.
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Beweis. Um von der Definition 1.3.1 polynomieller geglétteter Komplexitéit zu dieser alterna-
tiven Charakterisierung zu kommen, benétigt man nur die Markoff-Ungleichung. Setzt man
fiir die gegebenen Konstanten o > 0 und 8 > 0

1/a
(o) ()"

so erhélt man fiir alle N € N, fiir alle ¢ > 1, fiir alle ¢ € (0, 1] und fiir alle Eingaben I € Zy

Pr |Ta(H(I,4)) > P <N, ¢, é)] Pr |:TA(H(I, ¢)* > BNqbé]

IN

Pr [Ta((1,6)" > TB(LAGUT.0)")

< e

Wir betrachten nun die umgekehrte Richtung, sei dazu ein Polynom P mit den Eigenschaften,
die in Lemma 1.3.3 gefordert sind, gegeben. Wir kénnen o. B.d. A. davon ausgehen, dass es
zwei Konstanten o/ > 0 und 3’ > 1 gibt, so dass gilt

1/a’
P (N, ¢§> - (5’N¢§) .

Seien im Folgenden N € N, ¢ > 1, ¢ € (0,1] und I € Zy beliebig. Wir setzen o = «’/2 und
erhalten

Pr |Tu(H(I,$)) > P (N, ¢§>] - Pr _TA(H(I, })) > (ﬂquzSé)l/a/]

= Pr >

BNe
[Ta(H(I,9))*
VO'N¢
Wir zeigen nun, dass der Erwartungswert der Zufallsvariablen
_ TA(H(Iv ¢))a

VI'N¢

endlich ist. Aus Gleichung (1.1) und der Voraussetzung des Lemmas folgt fiir jedes e € (0, 1]

| Ta(H(IL,$) 1]
g
1

= Pr > (1.1)

)

X

1
Pr [X > %] <e. (1.2)
Wir kénnen Aussage (1.2) umformulieren und erhalten als Ergebnis fiir alle € € [1, 00)
1
PriX >¢ < = (1.3)

Es sei nun Y eine reelle Zufallsvariable, fiir die in (1.3) stets Gleichheit gilt, das heift, fiir
jedes ¢ € [1,00) gelte Pr[Y > ¢] = 1/¢2. Dann gilt offenbar E[X] < E[Y]. Wie man leicht
nachrechnet, gilt fiir die Dichte fy von Y

/0 falls y<1
Fr(y) = { 2973 falls y>1
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Insgesamt ergibt sich also

E[X] <E[Y] :/1002y2dy: [-3]?:2.

Mit 8 = 23 erhilt man
E[TA(H(I,6))%] < 2/FON < 206N = GoN.

Diese Aussage gilt fiir jede Wahl von N, ¢ und I mit N € N, ¢ > 1 und I € Zy. Also erhalten
wir, wie gewiinscht,

VN eN:Vp>1: }IEI%XE[T(H(I, ?))] < BoN.

O

Mit Hilfe dieser alternativen Charakterisierung von polynomieller gegléitteter Komplexitét
konnen wir zeigen, dass die Klasse derjenigen Probleme mit polynomieller geglétteter Kom-
plexitét robust genug ist, unseren Anforderungen gerecht zu werden.

Korollar 1.3.4. Es sei ein Maschinenmodell M und ein Algorithmus A gegeben, der auf dem
Maschinenmodell M eine polynomielle gegliittete Laufzeit habe. Sei ferner M’ ein zweites
Maschinenmodell, das in der Lage ist, M zu simulieren. Dann kann der Algorithmus A auch
auf M’ ausgefiihrt werden. Die Anzahl der Rechenschritte, die dafiir benitigt werden, sei p(t)
fiir ein streng monoton wachsendes Polynom p, wenn die Ausfihrung von A auf M genau t
viele Rechenschritte bendtigt. Dann besitzt der Algorithmus A auch auf dem Maschinenmodell
M’ eine polynomielle gegliittete Laufzeit.

Beweis. Dieses Korollar ergibt sich sofort aus der Charakterisierung von polynomieller geglétte-
ter Komplexitat, die in Lemma 1.3.3 gegeben ist. Fiir eine Eingabe I bezeichne Tﬁ"([ ) die
Anzahl der Rechenschritte von A auf der Eingabe I auf dem Maschinenmodell M. lew (I) sei
entsprechend definiert. Dann gilt fiir jede Eingabe I laut Voraussetzung T4 (I) = p(TY(I)).

Weil A auf M eine polynomielle geglédttete Laufzeit besitzt, gibt es ein Polynom P, so dass
gilt

1
VN eN:V¢p>1:V¥e€(0,1]: VI €Zy:Pr |:TAM(H(I,¢)> > P (N,(b,;)] <e.
Setzen wir P’ = p o P, so erhalten wir ein Polynom, fiir das gilt
/ 1
VN eN:Vp>1:Yee (0,1]:VI €Iy :Pr [TA (H(I,¢)) > P’ (N,gb,;)] <e.

Damit ist gezeigt, dass der Algorithmus A auch auf dem Maschinenmodell M’ eine polyno-
mielle gegléttete Laufzeit besitzt. O

Bevor wir das bereits angesprochene Theorem iiber die geglittete Komplexitéit ganzzahliger
linearer Optimierungsprobleme formulieren, erinnern wir an die Definition der Komplexit&ts-

klasse ZPP.
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Definition 1.3.5 (ZPP). Ein Optimierungsproblem II liegt genau dann in ZPP, wenn es
einen effizienten Las-Vegas-Algorithmus fir 11 gibt, also einen randomisierten Algorithmus,
der immer das richtige Ergebnis berechnet und dessen erwartete Laufzeit fiir jede Eingabe
polynomiell ist.

Alternativ kann man die Klasse ZPP auch wie folgt beschreiben.

Lemma 1.3.6 (ZPP, alternativ). Ein Optimierungsproblem 11 liegt genau dann in ZPP,
wenn es einen randomisierten Algorithmus fir I gibt, der nie ein falsches Ergebnis ausgibt,
der aber fiir jede FEingabe mit einer Wahrscheinlichkeit von hdchstens 1/2 kein Ergebnis aus-
geben darf und der auf allen Eingaben und fiir jede Wahl der Zufallsbits eine polynomielle
Laufzeit hat.

Sei ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem II und ein Perturbationsmodell ‘H fiir
T gegeben, dann bezeichne 17! das ganzzahlige lineare Optimierungsproblem, das aus II
entsteht, wenn die Koeflizienten in den als stochastisch ausgewéihlten Komponenten unér
kodiert werden und die Menge der Eingaben dahingehend eingeschrénkt wird, dass diese
Koeffizienten ganzzahlig sein miissen. Im Gegensatz zu II wird bei Eingaben fiir II’! die
Lange der unédren Kodierungen der Koeffizienten zur Eingabelédnge gezihlt.

Theorem 1.3.7 (Die geglittete Komplexitit ganzzahliger linearer Optimierungs-
probleme). Es sei Il ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem und H ein Perturbati-
onsmodell. Fiir jede Probleminstanz I € T seien die Grifle des Wertebereichs der ganzzahligen
Variablen |D(I)| und der Wert mpmax(I) = max{|a| | a € D(I)} polynomiell in der Anzahl der
Variablen n(I) beschrinkt und 0") gehére nie zur Menge der erlaubten Lisungen. Dann
besitzt 11 genau dann eine polynomielle gegldttete Komplexitdt beztiglich des Perturbationsmo-
dells H, wenn II't € ZPP gilt.

Wir beweisen dieses Theorem im dritten Kapitel und greifen dabei auf strukturelle Eigen-
schaften von ganzzahligen linearen Optimierungsproblemen zuriick, die wir im zweiten Ka-
pitel untersuchen. Es bezeichne II’ das Problem, das aus II hervorgeht, wenn man nur noch
solche Eingaben zulésst, in denen die Koeffizienten in den stochastischen Komponenten ganze
Zahlen sind. Dann ist die Aussage I1'f € ZPP gleich bedeutend damit, dass es einen Algorith-
mus fiir II’ gibt, dessen erwartete Laufzeit pseudopolynomiell ist bezogen auf die Grofe der
Zahlen in den stochastischen Komponenten.

1.4 Uberblick

An dieser Stelle geben wir einen Uberblick iiber die Analyse, die in den folgenden Kapi-
teln durchgefiihrt wird. Alle dabei erwdhnten Optimierungsprobleme seien o. B.d. A. Maxi-
mierungsprobleme, es sei D C 7Z der Wertebereich der ganzzahligen Variablen, m = |D|,
Mmax = max{|a| | a € D} und k bezeichne die Anzahl der stochastischen Komponenten.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden wir fiir ein ganzzahliges lineares Optimierungs-
problem die drei Zufallsvariablen Gewinner-, Verlierer und Gliltigkeits-Gap definieren und
untersuchen. Das Gewinner-Gap A ist relevant, wenn die Zielfunktion stochastisch ist, denn
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es gibt an, um wie viel besser die beste erlaubte Losung z* im Vergleich zur zweitbesten er-
laubten Losung x** ist, das heifit, es entspricht der Differenz c¢-x* — c¢- ™, wobei ¢ den Vektor
bezeichne, dessen Komponenten die Koeffizienten der Zielfunktion sind. Wir werden zeigen,
dass das Gewinner-Gap, das bei einer ¢-Perturbation entsteht, mit groer Wahrscheinlichkeit
eine GroBe hat, die polynomiell in (mng)~! ist. Dieses Ergebnis ist iiberraschend, denn ist
beispielsweise S = {0,...,m — 1}" und liegt jeder stochastische Koeffizient der linearen Ziel-
funktion im Intervall [0, 1], so hat jede der m"™ vielen Lésungen einen Wert aus dem Intervall
[0, mn], es werden also exponentiell viele Lésungen auf einen polynomiell grofien Bereich ver-
teilt. Deswegen konnte man vermuten, dass das Gewinner-Gap mit grofler Wahrscheinlichkeit
exponentiell klein wird.

Ein dhnliches Ergebnis fiir den Fall, dass die Koeffizienten der Zielfunktion gemé&f einer dis-
kreten Wahrscheinlichkeitsverteilung gewéhlt werden, haben bereits Mulmuley, Vazirani und
Vazirani erzielt [7]. Sie haben gezeigt, dass die optimale Losung eines bindren Optimierungs-
problems mit einer linearen Zielfunktion und n Variablen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 eindeu-
tig ist, wenn jeder Koeffizient der Zielfunktion unabhéngig von den anderen uniform zuféllig
aus der Menge {1,2,...,2n} gewihlt wird. Auch dieses Ergebnis entspricht nicht der ersten
Intuition, es ist in der Literatur als Isolating Lemma bekannt.

Verlierer- und Giiltigkeits-Gap werden wir zunéchst fiir den Fall betrachten, dass wir ein
ganzzahliges lineares Optimierungsproblem mit genau einer stochastischen Nebenbedingung
vorliegen haben. Die Nebenbedingung habe 0. B.d. A. die Form w-z = wiz1 +...+wyx, <,
wobei wy, ..., w, die stochastischen Koeffizienten und z,...,z, die ganzzahligen Variablen
seien. t sei eine fest vorgegebene Schranke, die nicht perturbiert wird. Die Menge S der
erlaubten Losungen ergibt sich in diesem Falle als Schnitt einer fest vorgegebenen Menge
S’ € D™ mit dem Halbraum B, der durch die lineare Nebenbedingung beschrieben wird.
Fiir eine Losung € S’ bezeichnen wir w - x auch als Gewicht der Losung. Das Giiltigkeits-
Gap gibt an, wie weit das Gewicht des Gewinners, also das Gewicht der besten erlaubten
Losung, unterhalb der Schranke ¢ liegt. Eine Losung aus S’ heifit Verlierer, wenn sie besser
als der Gewinner ist, aber wegen der linearen Nebenbedingung nicht zur Menge der erlaubten
Losungen gehort, also nicht in B liegt. Der minimale Verlierer sei derjenige Verlierer mit dem
geringsten Gewicht, also der, der am néchsten an der Schranke ¢ liegt. Das Verlierer-Gap gibt
den Abstand des Gewichtes des minimalen Verlierers von der Schranke ¢ an. Auch fiir diese
beiden Gaps werden wir eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit zeigen, dass sie eine
bestimmte Groéfle unterschreiten. Diese Ergebnisse werden dann auf den Fall iibertragen, dass
es mehr als eine stochastische Nebenbedingung gibt.

Die Ergebnisse iiber die Gaps werden wir im dritten Kapitel ausnutzen, um Theorem 1.3.7 zu
beweisen. Zu zeigen, dass ein Problem mit einer polynomiellen geglétteten Komplexitit einen
randomisierten pseudopolynomiellen Algorithmus besitzt, ist die einfachere Beweisrichtung.
Wenn wir einen pseudopolynomiellen Algorithmus konstruieren wollen, kénnen wir davon aus-
gehen, dass die Koeffizienten in den stochastischen Komponenten ganze Zahlen sind. Diese
werden zunéchst einer ¢-Perturbation unterworfen, wobei ¢ so gewéahlt wird, dass die optimale
Losung durch die Perturbation mit einer konstanten Wahrscheinlichkeit nicht veréandert wird.
Um das zu erreichen, muss ¢ linear von der gréfften vorkommenden Zahl M in den stochas-
tischen Komponenten abhingen. Dann wird der Algorithmus mit polynomieller gegléitteter
Laufzeit auf die so erzeugte Eingabe angewendet, er {iberschreitet eine Rechenzeitschranke,
die polynomiell in der Eingabegrofie und M ist, nach Lemma 1.3.3 nur mit einer konstanten
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Wahrscheinlichkeit. Andert die ¢-Perturbation das Optimum nicht und iiberschreitet der Al-
gorithmus die Rechenzeitschranke nicht, so wird das Optimum in pseudopolynomieller Zeit
berechnet. Wird jedoch die optimale Losung verédndert oder die Rechenzeitschranke iiber-
schritten, so wird der Algorithmus abgebrochen und kein Ergebnis ausgegeben.

Bei der anderen Beweisrichtung werden die Ergebnisse iiber die Gaps bendtigt. Wir gehen
von der Existenz eines randomisierten pseudopolynomiellen Algorithmus aus und wollen die-
sen zur Konstruktion eines Algorithmus mit polynomieller geglétteter Laufzeit nutzen. Die
wesentliche Idee besteht darin, die stochastischen Koeflizienten geeignet zu runden und dann
den pseudopolynomiellen Algorithmus anzuwenden. Das Runden der Koeffizienten wird ad-
aptiv geschehen. Zunéchst wird nach dem b-ten Nachkommabit gerundet, wobei wir mit b =1
beginnen. Nach dem Runden werden die linearen Komponenten dann so skaliert, dass alle
darin vorkommenden Zahlen ganz sind, damit der pseudopolynomielle Algorithmus angewen-
det werden kann. Es muss anschlieend getestet werden, ob durch das Runden die optimale
Losung veréndert wurde. Ist die Zielfunktion stochastisch, so kann es passieren, dass durch
das Runden der Koeffizienten eine suboptimale erlaubte Lésung optimal wird, gibt es stocha-
stische Nebenbedingungen, so kann es passieren, dass eine Lésung optimal wird, die beziiglich
der nicht gerundeten Koeffizienten gar nicht erlaubt ist, oder dass die optimale Losung nach
dem Runden nicht mehr giiltig ist. Wir werden drei Algorithmen, sogenannte Zertifizierer,
angeben, die {iberpriifen, ob das Runden der Koeffizienten der Zielfunktion bzw. der Neben-
bedingungen die optimale Lésung verdndert hat. Falls die optimale Losung verédndert wurde,
wird die Anzahl der gelesenen Bits b bei jedem Koeffizienten um eins erh6ht und das Verfahren
mit den genauer gerundeten Koeffizienten wiederholt.

Um zu zeigen, dass bereits fiir Werte von b, die in der Groenordnung log (kmne - mpay) lie-
gen, mit ausreichender Wahrscheinlichkeit keine Anderung der optimalen Lésung eintritt, sind
die Eigenschaften der Gaps, die wir im zweiten Kapitel beweisen, essentiell. Wir betrachten
zunichst den Fall, dass die Zielfunktion stochastisch ist. Da wir jeden stochastischen Koeffi-
zienten der Zielfunktion nach dem b-ten Bit runden, &ndern wir den Wert jedes Koeffizienten
um hochstens 27°. Es gibt n viele dieser Koeffizienten und in einer Losung € D" wird
jeder Koeffizient hochstens mit m . gewichtet. Also wird durch das Runden der Wert jeder
Losung um hochstens nmpax2 " geéndert. Ist das Gewinner-Gap grof8 genug, das heifit grofer
als 2nmmax2?, so kann das Runden der Koeffizienten folgerichtig die optimale Lsung nicht
verdndern. An dieser Stelle kénnen wir also die Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass
das Gewinner-Gap kleiner als 2nmmax2~? wird, die wir im zweiten Kapitel gezeigt haben,
ausnutzen.

Auch bei stochastischen Nebenbedingungen kénnen wir analog argumentieren, dass das Ge-
wicht jeder Losung durch das Runden um héchstens nmpax2~? und jede Schranke um
héchstens 270 verindert wird. Es kann passieren, dass entweder durch das Runden die opti-
male Losung nicht mehr giiltig ist oder dass eine bessere Losung erst durch das Runden giiltig
wird. Das erste dieser Ereignisse kann nur dann eintreten, wenn das Giiltigkeits-Gap kleiner
als (nmmax—i—l)Q_b ist, und das zweite kann nur dann eintreten, wenn das Verlierer-Gap kleiner
als (nMmax + 1)27° ist. Also konnen wir auch an dieser Stelle auf die Ergebnisse aus Kapitel
2 zuriickgreifen, um die Wahrscheinlichkeit dieser Ereignisse nach oben zu beschrénken.

Nachdem wir die wesentlichen Beweisideen fiir das Theorem vorgestellt haben, werden wir
nun kurz darstellen, welche der in dieser Arbeit prisentierten Ergebnisse neu sind und wel-
che es bereits gab. Das Ergebnis iiber das Gewinner-Gap, das in Kapitel 2 préisentiert wird,
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Kapitel 1. Einleitung

findet sich bereits in einer unversffentlichten Version der Arbeit von Beier und Vocking [2].
Die Resultate iiber das Verlierer- und das Giiltigkeits-Gap sind im Rahmen dieser Diplomar-
beit entstanden. Als Vorlage diente auch hier die Analyse des binéren Falls, die sich jedoch
nicht ohne Weiteres iibertragen lasst, weil sie auf speziellen Eigenschaften beruht, die bei
ganzzahligen Optimierungsproblemen im Allgemeinen nicht erfiillt sind. Beispielsweise gibt
es fiir eine lineare Funktion der Form wyxq1 + ... + w,x, und fiir zwei verschiedene Losungen
z,y € {0,1}" stets einen Koeffizienten w;, von der der Funktionswert genau einer der bei-
den Loésungen unabhéngig ist. Diese FEigenschaft ist nicht erfiillt, wenn der Wertebereich der
ganzzahligen Variablen eine beliebige Teilmenge D C Z ist. Deswegen sind zwar gewisse struk-
turelle Ahnlichkeiten in der Beweisfiihrung zu erkennen, die Ideen und benutzten Techniken
gehen jedoch deutlich iiber eine kanonische Verallgemeinerung des binédren Falls hinaus.

Fiir den Beweis von Theorem 1.3.7 mussten die Zertifizierer grundlegend veréndert werden,
denn eine weitere Eigenschaft, die bei der Analyse des bindren Falls verwendet wird und die
im allgemeinen Fall nicht mehr erfiillt ist, betrifft das Runden der Koeffizienten. Rundet man
in einer linearen Nebenbedingung der Form ziw; + ... + z,w, < t alle Koeffizienten w; ab,
so reduziert man im bindren Fall damit das Gewicht ziw; + ... + z,w, oder verdndert es
nicht. Sobald D auch negative Werte enthilt, kann das Gewicht jedoch durch das Abrunden
der Koeffizienten auch grofier werden.
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KAPITEL 2

Gewinner-, Verlierer- und
Giiltigkeits-Gap

In diesem Kapitel werden wir fiir ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem die drei Zu-
fallsvariablen Gewinner-, Verlierer- und Gliltigkeits-Gap formal definieren und untersuchen;
diese sind von entscheidender Bedeutung bei der Bestimmung der geglédtteten Komplexitiit.
Wie bereits in der Einleitung angesprochen, ist es wiinschenswert, dass diese Gaps nicht zu
klein werden, weil dann die stochastischen Koeflizienten gerundet werden kénnen, ohne da-
durch die optimale Losung zu verdndern. In diesem Kapitel werden wir deshalb fiir jedes
der drei Gaps eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit zeigen, dass es eine bestimmte
Grofle unterschreitet.

Im Rest dieses Kapitels gehen wir davon aus, dass Il ein ganzzahliges lineares Optimierungs-
problem mit den Variablen z1,...,x, ist, die Werte aus einer endlichen Menge D C Z an-
nehmen diirfen. Ferner gehen wir davon aus, dass es sich bei II um ein Maximierungsproblem
handelt. Es sei ein Perturbationsmodell H fiir IT gegeben und es sei D = {di,...,d;,} und
Mmax = max{|a| | a € D}.

2.1 Vorbereitungen

Bei den stochastischen Koeffizienten der Zielfunktion und der Nebenbedingungen handelt
es sich um stetige reelle Zufallsvariablen, deren Verteilungen durch beschrénkte Dichten be-
schrieben werden kénnen. Wie das folgende Lemma zeigt, ist diese Klasse abgeschlossen gegen
Bildung von Linearkombinationen.

Lemma 2.1.1. Seien X1,...,X, stetige reelle Zufallsvariablen, die durch beschrinkte Dich-
ten beschrieben werden konnen, und seien a,aq,...,a, € R Konstanten mit a; # 0 fir alle
i € [n], dann ist auch a1 X1+ ...+ ap Xy, + a eine stetige reelle Zufallsvariable, die durch eine
beschrinkte Dichte beschrieben werden kann.

Beweis. Dieses Lemma ist eine leichte Folgerung aus Lemma A.3.3. O

Die folgenden beiden Lemmata finden in diesem Kapitel an einigen Stellen Anwendung.

Lemma 2.1.2. Es sei X eine reelle Zufallsvariable, deren Verteilung durch die Dichte fx
beschrieben wird. Es gelte fx(x) < ¢ fir alle z € R. Dann gilt Pr [ X € [a,b]] < (b—a)- ¢ fir
jedes Intervall [a,b]. Gilt stets X > 0, so gilt Pr [X <e| <e-¢ fir jedes € > 0. O
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Kapitel 2. Gewinner-, Verlierer- und Giiltigkeits-Gap

Lemma 2.1.3. Es sei (2, A, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X, X1,..., X,
seien reelle Zufallsvariablen. Ferner sei B € A ein beliebiges Ereignis und fir jedes w € B
gelte X (w) € {X1(w),..., Xn(w)}. Dann gilt fir jedes Intervall [a,b]

Pr[X € [a,b]|B] < iPr [X; € [a,b]|B].
i=1

Diese Aussage gilt insbesondere im unbedingten Fall, also fiir B = ().

Beweis. Es gilt

Pr[X € [a,b]|B] < Pr[3i € [n] : X; € [a,b]|B] < Zn:Pr 1X; € [a,b]|B].
i=1

2.2 Analyse des Gewinner-Gaps

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass die Menge S C D" der erlaubten Losungen
von II beliebig mit |S| > 2 festgelegt ist und dass die Zielfunktion p : S — R stochastisch
und linear ist. Fiir x € S gelte p(x) = ¢z, wobei ¢ = (c1,...,¢,) den Vektor bezeichne,
dessen Komponenten die stochastischen Koeffizienten der Zielfunktion sind. Es seien f1,..., fn
beschrankte Dichten der Koeffizienten cq, ..., ¢,, dabei sei f; durch ¢; beschrinkt und es gelte

¢ = max{¢;|i € [n]}.

Wir werden unter diesen Voraussetzungen eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit
herleiten, dass das Gewinner-Gap A eine bestimmte Schranke ¢ > 0 unterschreitet. Da wir
diese Aussage fiir jede feste Wahl von & mit |S| > 2 zeigen, gilt sie insbesondere fiir jede
zufiillige Wahl mit dieser Eigenschaft.

Definition 2.2.1 (Gewinner-Gap). Es sei * = argmax{c - z|x € S} die beste erlaubte
Lésung, diese nennen wir auch den Gewinner. Weiter sei z** = argmax{c- z|x € S\{z*}}
die zweitbeste erlaubte Losung. Das Gewinner-Gap A gibt an, um wie viel besser der Ge-
winner gegeniiber der zweitbesten Ldosung ist, also A = c-x* — ¢ - x™*.

Wir werden nun zeigen, dass der Gewinner mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Abstand zur
zweitbesten Losung hat, der polynomiell in (mng) ! ist.
Theorem 2.2.2 (Grofle des Gewinner-Gaps). Fiir jedes € > 0 gilt

PriA<el<e (3m—4)) ¢ <c-(3m—4)né.

1€[n]

Beweis. Falls es eine Stelle i € [n] gibt, in der alle erlaubten Losungen den gleichen Wert
annehmen, so beeinflusst die Zufallsvariable ¢; das Gewinner-Gap nicht und kann aus dem
Problem entfernt werden, weswegen wir o.B.d. A. davon ausgehen, dass es fiir jedes i € [n]
mindestens zwei erlaubte Losungen gibt, die sich in der i-ten Stelle unterscheiden.
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2.2. Analyse des Gewinner-Gaps

Fiir jedes i € [n] definieren wir das Gewinner-Gap A; beziiglich Position i als den Abstand,
den der Gewinner von der besten Losung aus S hat, die sich in der i-ten Stelle von ihm
unterscheidet, also A; = ¢-2* — x -y, wobel y = argmax{c- x|z € S,z; # x]} ist.

Wir méchten Lemma 2.1.3 anwenden, dafiir miissen wir zeigen, dass das Gewinner-Gap A
stets einen der Werte der Zufallsvariablen A; annimmt und dass die A; mit einer entspre-
chenden Wahrscheinlichkeit nicht zu klein werden. Die erste dieser beiden Aussagen ist leicht
einzusehen; ist ndmlich x* der Gewinner und x** die zweitbeste Losung, so gibt es eine Po-
sition ¢ € [n], in der sich z* und z** unterscheiden. Fiir diese Position i € [n] gilt dann
offensichtlich A = A;, denn es ist 2™ = argmax{c- x|z € S,z; # z}}.

Wir wahlen nun ein ¢ € [n] fest und betrachten die Zufallsvariable A;. Dazu partitionieren
wir die Menge der erlaubten Losungen S zunéchst in m disjunkte Klassen S, ..., S, wobei
fir j € [m] die Klasse S; durch S; = {z € S|z; = d;} definiert ist. Wir gehen davon aus, dass
alle ¢; mit j # i bereits beliebig festgelegt wurden. Unter diesen Voraussetzungen éndert der
Wert von ¢; die Reihenfolge der Elemente innerhalb einer Klasse nicht mehr, denn ¢; geht in
alle Losungen aus derselben Klasse in der gleichen Weise ein. Wir kénnen also unabhéingig
von ¢; in jeder Klasse S; eine beste Losung () bestimmen.

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir das Gewinner-Gap A; beziiglich Position ¢ auch schreiben
als A; = ¢-2U") — ¢ 2,") wobei j* eine Zufallsvariable ist, die den Index der Teilmenge S
angibt, die den Gewinner enthélt, und k* eine Zufallsvariable ist, die den Index der Teilmenge
Sp+ angibt, die die beste Losung enthilt, die sich von x* in der i-ten Stelle unterscheidet. Es
gilt also j* = argmax{c-29)|j € [m]} und k* = argmax{c- ™|k € [m]\{5*}}.

Die Werte aller Zufallsvariablen c; mit j # ¢ stehen bereits fest, das bedeutet, dass die
Zufallsvariablen j* und k* nur noch von ¢; abhéngen. Steht der Wert von c¢; fest, so steht
also auch fest, aus welcher Teilmenge S;+ der Gewinner kommt und aus welcher Teilmenge
Sp+ die beste Losung stammt, die sich vom Gewinner in der i-ten Stelle unterscheidet. Wir
untersuchen nun die Frage, wie viele verschiedene Werte die Zufallsvariable (j*, k*) annehmen
kann.

Eine triviale obere Schranke fiir diese Anzahl ist m(m — 1), diese kénnen wir jedoch essentiell
verbessern. Fiir jedes j € [m] bezeichne s; den Wert der Losung () unter der Bedingung,

dass ¢; = 0 gilt, also s; = Zke[n]\{i} m,(j)ck. Es gilt dann
pzV) =c-20) =5, 4 xz(j)cl- = sj+djci,

wobei s; € R und d; € Z ist. Also kann fiir jedes j € [m] der Wert p(z()) als lineare Funktion
in ¢; aufgefasst werden. Das folgende Lemma zeigt, dass unter diesen Voraussetzungen die
Zufallsvariable (5%, k*) nur hochstens 3m — 4 viele verschiedene Werte annehmen kann.

Lemma 2.2.3. Gegeben seien m Objekte, die sich im eindimensionalen Raum R bewegen.
Das i-te Objekt habe eine konstante Geschwindigkeit d; € 7 und befinde sich zum Zeitpunkt
0 an der Position s; € R. Zum Zeitpunkt t € R befindet sich Objekt i also im Punkt s; + d;t.
Dann gibt es hichstens 3m — 4 viele Paare (i, ) € [m]?, so dass zu einem Zeitpunktt € R das
i-te Objekt erster ist, sich also an der grdfsten Position befindet, und das j-te Objekt zweiter
15t.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir ein Argument, das auf einer Potenzialfunktion beruht.
Dazu sortieren wir die Objekte zunichst aufsteigend nach ihren Geschwindigkeiten, es soll
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Kapitel 2. Gewinner-, Verlierer- und Giiltigkeits-Gap

also 0.B.d. A. dy < ... < d,, gelten. Sei j der Index des fithrenden Objektes und k der
Index des zweitbesten, so sei das Potenzial definiert als 2j + k. Auf diese Weise ist das
Potenzial mindestens 2 - 1 + 2 = 4 und hochstens 2m +m — 1 = 3m — 1. Jedes Mal, wenn
ein Fiithrungswechsel stattfindet, wenn sich also das geordnete Paar der fithrenden Objekte
verdndert, erhoht sich das Potenzial um mindestens 1, weil nur schnellere Objekte langsamere
iiberholen konnen. Also gibt es hochstens 3m — 4 viele verschiedene Paare, die zu einem
Zeitpunkt t € R die fithrenden Objekte reprisentieren. ]

Fortsetzung des Beweises von Theorem 2.2.2. Wir konnen nun das Ergebnis von Lemma 2.2.3
benutzen, um den Beweis abzuschlieSlen. Wir wissen, dass es hiochstens 3m — 4 viele Paare
(4,k) von Indizes gibt, fiir die (j,k) = (j*, k*) gelten kann. Sei M C [m]? die Menge dieser
Paare von Indizes, dann gibt es stets ein Paar (j,k) € M, so dass

Ai=c-29 —c.a® =g 1 d;-c; — (s +dp - i) = (55 — s) + (dj — dy) - ¢

gilt. Dabei ist (s; — s;) € R unabhéngig von ¢; und bereits fest gewdhlt. Ferner ist
(dj — di) € Z\{0}. Also ist der Term (s; — si) + (d; — di) - ¢; eine Zufallsvariable mit ei-
ner Dichte von héchstens ¢;/|dj — di| < ¢;. A; nimmt den Wert eines dieser hochstens 3m — 4
vielen Terme an. Mit Lemma 2.1.2 und Lemma 2.1.3 folgt somit

Pr[A; <e¢] = Pr[A; €][0,¢]]
< Y Pri(s;—sk)+(dj—di) - €[0,€]]
(4,k)eM
< Z € ¢
(4,k)eM

< e-(3m—4)¢;.
Eine weitere Anwendung von Lemma 2.1.3 liefert nun das gewiinschte Ergebnis

PriA<g < ZPI‘[AZ'SE]
i€[n]
< e-(Bm—4) Z &
i€[n]
< e-(3m —4)ne.

2.3 Verlierer- und Giiltigkeits-Gap im Falle einer stochastisch-
en Nebenbedingung

Wir betrachten das ganzzahlige lineare Optimierungsproblem II und gehen davon aus, dass
es genau eine stochastische Nebenbedingung gibt. Die Menge der giiltigen Losungen ergibt
sich dann als Schnitt von einer fest vorgegebenen Menge & C D™ mit einem Halbraum B,
der durch die stochastische lineare Nebenbedingung, die o. B.d. A. die Form w - < t habe,
beschrieben wird. Die Koeffizienten wy, ..., w, seien unabhéngige stetige Zufallsvariablen, die
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2.3. Verlierer- und Giiltigkeits-Gap im Falle einer stochastischen Nebenbedingung

geméfl den Verteilungen F1, ..., F, mit den beschrankten Dichten f1,..., f, verteilt seien. Die
absoluten Erwartungswerte dieser Zufallsvariablen seien endlich. Fiir ¢ € [n] sei f; durch ¢;
beschréinkt und es sei ¢ = max{¢;|i € [n]}. Die Schranke ¢ € R kann beliebig fest gewihlt
werden.

Von der Zielfunktion verlangen wir lediglich, dass sie auf den Losungen aus S eine eindeutige
Reihenfolge induziert, ansonsten kann sie beliebig sein. Ist die Zielfunktion stochastisch und
linear, also von der Form c¢ - x mit stetigen Zufallsvariablen cq,...,c, als Koeflizienten, so
ist diese Bedingung mit Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt. Um das einzusehen, stellt man zunéchst
fest, dass zwei Losungen z € S und ' € S durch ¢ - x = ¢ - 2’ eine Hyperebene im Raum R"
definieren. Die Reihenfolge, die durch die Zielfunktion induziert wird, ist genau dann nicht
eindeutig, wenn es zwei Losungen x € S und 2/ € S gibt, fiir die ¢- 2 = ¢ - 2/ gilt, fiir die
also der Vektor ¢ = (¢q,...,¢,) in der Hyperebene liegt, die durch = und z’ definiert wird.
Hyperebenen sind Nullmengen, die Wahrscheinlichkeit, dass c in einer gegebenen Hyperebene
liegt, ist also Null, wenn jeder Koeffizient ¢; geméfl einer kontinuierlichen Verteilung gew&hlt
wird. Es gibt endlich viele solcher Hyperebenen und jede ist eine Nullmenge, deswegen ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ¢ in einer dieser Hyperebenen liegt, Null.

Definition 2.3.1 (Giiltigkeits-Gap). Der Gewinner x* sei die Lisung mit dem hichsten
Rang aus SN B. Das Giiltigkeits-Gap T beschreibt den Abstand, den der Gewinner von der
Schranke t hat, also
— . *
F:{t w-x*  falls SNB#D (2.1)

1 sonst

Dabei ist zu beachten, dass durchaus der Fall eintreten kann, dass es keine erlaubte Losung
gibt. In diesem Fall ist das Giiltigkeits-Gap undefiniert. Wir werden darauf im néchsten
Kapitel zuriickkommen, fiir die Ergebnisse dieses Kapitels ist dieser Fall jedoch nicht von
Interesse.

Definition 2.3.2 (Verlierer-Gap). Wir nennen eine Lisung aus S einen Verlierer, wenn
sie einen hdéheren Rang als der Gewinner x* hat, aber wegen der stochastischen Nebenbe-
dingung nicht zur Menge der erlaubten Ldsungen zdhlt. Die Menge der Verlierer wird mit L
bezeichnet. Falls es wegen S N B = () keinen Gewinner gibt, so definieren wir L = S. Der
Verlierer x™™ mit dem kleinsten Gewicht heifit minimaler Verlierer, es gilt also

min { argmin{w - zlx € L} falls L #0D
€T =
1 sonst

Gibt es mehrere minimale Verlierer mit dem gleichen Gewicht w -x, so sei ™ derjenige mit
dem hochsten Rang. Das Verlierer-Gap A beschreibt den Abstand des minimalen Verlierers
von der Schranke t, also

A:{w-mmin—t falls £7é(2). (2.2)

1 sonst

Auch hier kann der Fall eintreten, dass das Verlierer-Gap undefiniert ist, weil die Menge der
Verlierer leer ist, aber auch auf dieses Ereignis wird erst im néchsten Kapitel eingegangen.
Ist im Folgenden von Pr[A < ¢] die Rede, so ist damit Pr[A #1 AA € (—o0,¢)] gemeint.
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Wert A

t Gewicht

Abbildung 2.1: In dieser Abbildung werden die Begriffe Gewinner, minimaler Verlierer,
Gewinner-, Verlierer- und Giiltigkeits-Gap veranschaulicht. Die Punkte entsprechen den
Losungen aus S. Die Punkte auf der ,, Treppe“ sind genau die pareto-optimalen Lsungen,
sie dominieren alle Punkte unterhalb der ,, Treppe®.

Gleiches gilt auch fiir das Giiltigkeits-Gap I'. Die vorangegangenen Definitionen werden in
Abbildung 2.1 noch einmal graphisch veranschaulicht.

Die Aufgabe ist es nun, zu zeigen, dass das Verlierer- und das Giiltigkeits-Gap mit einer
hinreichend groflen Wahrscheinlichkeit nicht zu klein werden. Wir miissen im Fall 0 € D jedoch
zunéchst bei der Analyse ausschliefen, dass 0" € S gilt, denn diese Losung unterscheidet sich
wesentlich von den anderen, weil ihre Giiltigkeit unabhéngig von den Koeffizienten w1, ..., wy,
ist. Nehmen wir an, 0" habe den héchsten Rang von allen Losungen aus §. Dann kénnen wir
durch ¢t = 0 erreichen, dass I' = 0 gilt. Ebenso kénnen wir durch ¢ — 0 und ¢ < 0 auch A — 0
erreichen.

Eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Verlierer- oder das Giiltigkeits-Gap
zu klein werden, werden wir in mehreren Schritten herleiten. Im ersten Schritt werden wir an-
nehmen, dass die Trdger der Dichten f1,..., f, beschrénkt sind, dass es also ein s € R>¢ gibt,
so dass f;(z) = 0 fiir alle x ¢ [—s, s] und alle ¢ € [n] gilt. Wir werden die behandelte Situation
zunéchst noch weiter dadurch einschrianken, dass wir davon ausgehen, dass je zwei Elemente
aus S linear unabhdngig sind, wobei wir die folgende Definition von linear unabhéngig zu
Grunde legen.

Definition 2.3.3 (Linear unabhingig). Zwei Vektoren x,y € S C D" heiflen linear
abhdiingig, falls es ein X € R gibt, so dass x; = \y; fir alle i € [n] gilt, oder falls es ein X € R
gibt, so dass y; = Ax; fir alle i € [n] gilt. Sind x und y nicht linear abhingig, so nennen wir
sie linear unabhdngig.

In diesem Spezialfall werden wir zeigen, dass das Verlierer-Gap mit groler Wahrscheinlichkeit
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nicht zu klein wird. Wir werden dann zeigen, dass sich Schranken, die fiir das Verlierer-
Gap gelten, auf das Giiltigkeits-Gap tibertragen lassen und umgekehrt. Beim Giiltigkeits-Gap
werden wir die Einschréinkung auf Mengen S ohne linear abhiingige Elemente auf Kosten
einer etwas schlechteren Schranke fallen lassen kénnen. Diese Schranke iibertrégt sich dann
wiederum auf das Verlierer-Gap. Im letzten Schritt werden wir dann die Schranken auf den
Fall allgemeiner Dichten mit nicht mehr zwangsweise beschriankten Tréagern verallgemeinern.

In den folgenden Abschnitten wird die Kenntnis der Begriffe, Lemmata und Sétze {iber kon-
tinuierliche Wahrscheinlichkeitstheorie, die in Anhang A vorgestellt werden, vorausgesetzt.

2.3.1 Verlierer- und Giiltigkeits-Gap fiir Dichten mit beschriankten Tréigern

Wir werden in diesem Abschnitt eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit zeigen, dass
das Verlierer-Gap kleiner als € wird. Dabei gehen wir davon aus, dass die Tréger der Dichten
fi,--., fn beschriankt sind und dass S keine linear abhéngigen Elemente enthélt. Sei im Fol-
genden s € R>g so gewéhlt, dass f;(z) = 0 fiir alle ¢ € [n] und fiir alle ¢ [—s, s] gilt. Um
die Eigenschaft, dass S keine linear abhéngigen Elemente enthélt, besser nutzen zu kénnen,
werden wir von folgendem Lemma Gebrauch machen.

Lemma 2.3.4. Es seien z,y € D" zwei linear unabhdngige Elemente, dann gibt es zwei
Indizes i,j € [n], so dass die Vektoren (z;,x;) € D* und (yi,y;) € D? linear unabhingig sind.

Beweis. Wir nehmen an, dass z und y linear unabhéngig sind, dass aber trotzdem fiir alle
Indizes 7,7 € [n| die Vektoren (z;,x;) und (y;,y;) linear abhéngig sind. Wére = 0" oder
y = 0", so wiren = und y linear abhingig, deswegen gilt unter unserer Annahme z # 0"
und y # 0™. Wir kénnen also o. B.d. A davon ausgehen, dass x1 # 0 ist. Fiir das Indexpaar
(1,7) = (1,2) gibt es laut Voraussetzung ein A € R, so dass z1 = Ay; und z3 = Ays oder
y1 = Azq und yo = Axzo gilt.

Im ersten dieser beiden Félle muss wegen 1 # 0 auch A # 0 und y; # 0 gelten, dann ist
y1 = x1/A und y2 = xo/A und A ist eindeutig bestimmt. Betrachtet man nun die Indexpaare
(1,3),(1,4),...,(1,n), so stellt man fest, dass y; = x;/X fiir alle i € [n] gilt. Die Vektoren z
und y sind also im Widerspruch zur Voraussetzung linear abhéngig. Im zweiten Fall fallen
die Einschrankungen A # 0 und y; # 0 weg, einen Widerspruch zur Annahme, dass x und y
linear unabhéngig sind, erhédlt man jedoch analog zum ersten Fall, denn A ist auch in diesem
Fall eindeutig bestimmt. O

Wir wissen laut Voraussetzung an S, dass der Gewinner z* und der minimale Verlierer 2™
linear unabhéngig sind. Nach Lemma 2.3.4 kénnen wir also stets zwei Indizes i,j € [n] mit
i < j finden, so dass die Vektoren (z7,2}) und (zmin, x?‘in) linear unabhéngig sind.

Um die gewiinschte obere Schranke fiir Pr[A < €] zu zeigen, werden wir von Lemma 2.1.3
Gebrauch machen. Fiir jede Wahl von 4,j € [n] mit i < j und m = (my, ma, m3,my) € D*

mit linear unabhéngigen Vektoren (mq,ms) und (ms,my) definieren wir eine Zufallsvariable

ATJ», die das Verlierer-Gap unter der Bedingung beschreibt, dass (m3,m4) = (27,2}) und
(my,m2) = (x?lin,x;nin) gilt. Das Verlierer-Gap nimmt dann stets einen der Werte der A7
an.
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Wir werden die Dichten dieser Zufallsvariablen nach oben beschréanken, um eine obere Schran-
ke fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir zu erhalten, dass eine der Zufallsvariablen Amj zu klein
wird, dies gelingt uns jedoch nicht ohne weitere Annahmen. Unsere Analyse versagt allerdings
nur dann, wenn ein bestimmtes, unwahrscheinliches Ereignis E(p) eintritt. Dieses Ereignis ist
mit einem p € R mit p > 2 parametrisiert. Je groffer man p wihlt, desto unwahrscheinlicher
wird es, dass das Ereignis F(p) eintritt, allerdings wichst mit p auch die Schranke, die wir
fiir die Wahrscheinlichkeit Pr[A < ¢|-E(p)] erhalten. Man muss also zwischen diesen beiden
konkurrierenden Eigenschaften abwiegen und fiir p den richtigen Kompromiss finden.

Wir beginnen nun damit, die oben beschriebenen Zufallsvariablen formal zu definieren.

Definition 2.3.5. Fiir jede Kombination aus i,j € [n] und m = (m1, ma, m3, my) € D* mit
i < j, fir die (my,mz) und (mg, my) linear unabhdingig sind, definieren wir eine Zufalls-

variable Am Dazu sei zundchst :U* MM definiert als das Element mit dem héchsten Rang

* m3,m4

aus der Menge {z € S|z; = m3,x; = ma} N B. Anschaulich gesprochen ist z; also der

Gewinner der Elemente, fir die v; = m3 und x; = my gilt.

*
Nun kénnen wir auf x;;""™
mln ™m

0]

aufbauend Verlierermengen ﬁ’i"j und minimale Verlierer
9.

definieren. Es sei dazu

L] ={x € S| x;=my,zj =my, = hat héheren Rang als x77;"*"™*}
die Menge der Verlierer beztiglich x;k’;ng’m“, fiir die x; = my und x; = mg gilt. Die minimalen
Verlierer seien definiert als

e { argmin{w -z | x € LTS} falls LT # 0

bJ 1 sonst

Nach dieser Vorarbeit konnen wir die Zufallsvariable Am definieren als

m_{w xn’ljmm—t falls E%#@
1L

bl sonst

Man beachte, dass bei dieser Definition auch AZWJ < 0 gelten kann. Wir werden jedoch im
Folgenden sehen, dass die gewiinschten Eigenschaften gewihrleistet sind, zum einen nimmt A
stets einen der Werte der Amj an und zum anderen koénnen wir die Dichten der Am unter der
Bedingung —E(p), die noch zu definieren ist, beschrénken.

Lemma 2.3.6. Je zwei Elemente der Menge S C D™ mit 0" ¢ S seien linear unabhdngig.
Dann gibt es stets eine Kombination von 4,7 € [n] und m € D*, so dass die Zufallsvariable A
den Wert der Zufallsvariablen Afj annimmdt.

Beweis. Es sei z* der Gewinner und ™" der minimale Verlierer. Auf Grund der Vorausset-
zung an S sind z* und ™" linear unabhéingig und damit gibt es nach Lemma 2.3.4 zwei Indi-
zes 4, j € [n] mit i < j, fiir die die Vektoren (mg3, ma4) := (2},2}) und (m1,ms) = (mﬁnin,x;mn)
linear unabhéngig sind. Setzen wir M = (mq,ma, m3, my), so gilt in diesem Fall A = AZ]7
denn offensichtlich ist z* = 2;7"*™ und damit gilt L7 = LN {z € S|z; = m1,x; = ma}.
Also ist ™" ¢ ﬁzmj und damit 2™ = mnf]m .
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Der Fall A =L tritt nur dann ein, wenn £ = () gilt, wenn es also keine Lésung gibt, die einen
hoheren Rang als der Gewinner hat. Es ist z* # 0™, deswegen gehen wir o. B.d. A. davon aus,
dass (m3,my) = (2%, 25) # (0,0) gilt. Sei (m1,mz) € D? beliebig, aber linear unabhingig
von (mg, my), dann gilt fiir m = (mq, me, ms, my) auch ETQ = (), weil es keine Losung mit
einem hoheren Rang als m’lk:gng’m“ = z* gibt. Also gilt fiir solche 7 ebenfalls ATQ =1. O

Nun bleibt nur noch die Frage zu kldren, wie und unter welcher Bedingung wir die Dichte
der Zufallsvariablen Am beschrinken kénnen. Dafiir definieren wir zunéichst als Abkiirzung

Aa - aw; + pw;. Wir gehen davon aus, dass ein Gegner alle wy mit k& # i und k # j beliebig
Vorglbt und dass er ebenfalls Amj” = b beliebig vorgibt. Kénnen wir die Dichte der A”; flir

jede beliebige Wahl des Gegners beschrénken, so gilt die Schranke, die wir erhalten, ebenfalls
fiir jede zufillige Wahl der wj und von b.

Durch die Wahlen des Gegners ist festgelegt, welche Elemente der Menge
{z € Slz; = m3,x; = my} giiltig sind und welche ungiiltig sind, das heifit, welche in B
liegen und welche nicht. Da die Zielfunktion fest ist, steht somit der Gewinner xZ’]m?”m“ fest.
Damit steht die Verlierermenge ETJ und damit auch der minimale Verlierer xm]in’m fest, weil
w; und w; in der gleichen Weise in alle Elemente aus Ei . eingehen. Falls £ L F () gilt, kann
man das Verlierer-Gap ATJ unter diesen Vorgaben also schrelben als

m min,m mi,m
A =w a0 —t =K+ mw; + mow; = K+ A

fiir eine Konstante x, die von den Wahlen des Gegners abhéngt. Somit stimmen die Dichten
von Amln ™ und Aml’m2 unter den Vorgaben des Gegners bis auf eine konstante Verschiebung
ubereln Insbesondere iibertragen sich obere Schranken der Dichte von A”;l’mQ auf die Dichte

von Am]ln ™ Wir miissen jedoch beachten, dass wir stets die Bedingung Al = b zu Grunde
liegen haben, und werden sehen, dass wir durch eine ungiinstige Wahl von b die bedingte
Dichte von A;n.l’mQ im Allgemeinen beliebig grol machen kénnen.

Lemma 2.3.7. Es seien Indizes i,j € [n] mit i < j und linear unabhingige Paare
(m1,ma), (m3,m4) € D? beliebig vorgegeben. Dann gilt mit der Dichte f msma von A;njs’m“
1,7 ’

fir die bedingte Dichte von AJ""™
¢2

m1,m mg,myq (A < )
fAi,jl 2|Ai,j3 47b( )_ fAmg,m4 (b)
falls f ymsz.ma (b) > 0 ist.
2,
m2

Beweis. Zunéchst bestimmen wir formal die Dichte von Aml’ unter der Bedingung

AWES’m‘l = b. Mit der gemeinsamen Dichte f/™ von Aml’m2 und Ams’m4 gilt nach Definiti-
on und Satz A.5.1

;7;<ab>  f(a.b)

¥

falls fAms my (b) > 0 ist. Es gilt (Aml’m2 A";S’m‘l) = ®(w;,w;) fiir die Transformation
®:R?2 - ]R2 mit
D (z,y) = (max + may, max + may).
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Da die Vektoren (mq,ms) und (mg, m4) laut Voraussetzung linear unabhingig sind, ist ®
bijektiv, und die Umkehrabbildung ®~! kann mit der Cramerschen Regel berechnet werden.
Man erhalt

@%@QH<

Wir berechnen nun die Determinante der Jacobimatrix von ® 1. Mit d = mym4 — mams gilt

mq mo
det( 4 T d ) _ mumg —momy 1

maa — mob mib — msa
mimag — mamg’ myma —moms )

my Pz d

d d

Somit ergibt sich die gemeinsame Dichte
der Unabhéngigkeit von w; und w; zu

Z-mj von A;njl’mQ und A?;?”m‘l nach Satz A.4.4 wegen
2 I 2

- 1 maa — mob m1b — msa 1
ij(a,b) = [ fi <T> i <T < m(f < ¢ (2.3)
Insgesamt gilt somit, wie gewiinscht,
¢2

mi,m: m3,m, < N
fAm'l 2|Ai,j3 4:b(a) B fAmg,m4(b)
i,J
O

Das folgende Beispiel zeigt, dass der Ausdruck f,ms.ma(b) im Allgemeinen beliebig klein wer-
i,j

den kann, wenn b entsprechend gewihlt wird und die Dichten fi und f; es zulassen.

Beispiel 2.3.8. Man muss kein kompliziertes Beispiel konstruieren, um zu sehen, dass die
Dichte von A7/ unter der Bedingung A;"/"™* = b beliebig groB werden kann. Sei i = 1 und
j = 2 und seien w; und we unabhéngig und uniform zufillig im Intervall [0, 1] verteilt. Ferner
gelte m1; = 2 und mo = m3 = my = 1. Wir mochten also die Dichte von 2w; + wy unter
der Bedingung w; + we = b berechnen. Aus Gleichung (2.3) erhélt man durch eine leichte
Rechnung die gemeinsame Dichte f von 2wy + we und wy 4+ wo als

1 falls 0<b<1Ab<a<2b
f(a,b) = 1 falls 1<b6<2A20—1<a<1-+b
0 sonst

Fiir die Dichte fu, 4w, von wy + we gilt nach Lemma A.3.3

b falls b€ [0,1]
Jwytws (b) = 2—b falls bell,2]
0 sonst

Wir betrachten, was passiert, wenn sich b von oben der Stelle 0 annéhert. Fir b > 0 und

b— 0 gilt f(b,b) = 1 und fu, 1w, (b) — 0. Also gilt

f2w1+w2|w1+w2=b(b) — Q.

Somit kann die bedingte Dichte von 2w; 4 ws beliebig gro3 werden. Dieses Ergebnis wird in
Abbildung 2.2 noch einmal anschaulich erlautert. O
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Anderung von b

\\\\\\\i

b\ wr

Abbildung 2.2: In dieser Abbildung kann man die gemeinsame Dichte von w; und ws ablesen.
Sie ist innerhalb des schraffierten und der schwarz ausgefiillten Bereiche 1 und an allen anderen
Stellen 0. Die Vorgabe wy 4+ we = b schriankt die Menge der moglichen Werte von wy und ws
auf die eingezeichnete Gerade ein. Je kleiner die Menge der Punkte mit Dichte 1 wird, die auf
der Gerade liegen, desto genauer sind die Werte von wi und wy bestimmt und um so grofler
wird die bedingte Dichte von 2w + we unter der Bedingung wy + wo = b. Die Extremfalle
sind wy + wo = 0 und wy + wy = 2, in diesen Féllen sind w; und we komplett bestimmt und
damit auch 2w; +wo. Die schwarz ausgefiillten Bereiche sind diejenigen, durch die die Gerade
nicht laufen darf, weil sonst die bedingte Dichte zu grofl wird.

Deswegen werden wir jetzt nicht mehr einem Gegner uneingeschrénkt die Wahl von b iiber-
lassen, sondern alle Wahlen von b verbieten, fiir die f,ms.m4(b) zu klein wird.
2,

Definition 2.3.9. Sei im Folgenden p € R mit p > 2 beliebig. Fiir i,j € [n] mit i < j und
(m3, myq) € D? mit (ms3,my) # (0,0) sei

1
M (p) = {b eR ‘0 < fympma(b) < ——— }
2 Z,]

= An2mEmpaxSp

und E;njg’m“(p) bezeichne das Ereignis, dass A?;?”m‘l € st’m“(p) gilt. Ferner bezeichne
E(p) das Ereignis, dass fiir mindestens eine Kombination aus i,j und (ms,my4) das Ereignis
Erf”m‘l (p) gilt, also

E(p) _ U Ezlja,m%p).

1,J,M3,m4

Das Ereignis E(p) stellt einen Fehler dar. Falls es gilt, lassen sich fiir mindestens eine Kom-
bination aus 4, j und (mg,my) die bedingten Dichten fA’,".I’”IQ\A’.”S’W _,(a) nicht beschrénken.
2,7 2,7

Wir werden nun die Fehlerwahrscheinlichkeit abschéatzen.
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Lemma 2.3.10. Fir jede Kombination aus i,j € [n] mit i < j und (mg,my) € D? mit
(msg, my) # (0,0) gilt

L wnd PrEQ) < =

P [Ems,m4 }<
r (p)] < n2m2p 2p

2¥)

Beweis. Wir definieren

M () = {b € M (p) ‘fAZLJ?"m‘l(b) > 0}

und erhalten als Abschétzung fiir Pr [EZ;S’W‘ (p)]

m3,m4 — ms,m,
Pr[EM (p)] = /Mm3m4()f,4,a +(b)db

2,
2,7

1
n=m=mmaxsSp Mz’jm:“’m‘l(p)

Wir miissen nun noch das Integral f M () 1db abschétzen. Da diese Abschéitzung nicht
2,7

kompliziert, jedoch lang ist, wird sie nur in Anhang B dargestellt. Als Ergebnis erhilt man
Jopemsima () L db < 4mmaxs. Als Konsequenz fiir die Wahrscheinlichkeit, dass E" (p) eilt,
1,7 2

bedeutet das 1

Pr| B0 <

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler E(p) eintritt, gilt

PrE(p) = Pr| |J E"™(p)
i,j,m37m4

< Y pelEnmp)
i,j,m37m4

= <n>m2%
2 n“mp
1

< —.

< 35

O

Lemma 2.3.11. Die Menge S C D™ enthalte keine linear abhdngigen Elemente und es gelte
0" ¢ S. Dann gilt fir jedes p € R mit p > 2 und fiir jedes € € Rx

Pr[A <el=E(p)| <e- 4n4m6mmax¢2‘sp'

Beweis. Wir werden nun die oben bereits begonnene Analyse fortsetzen. Um die Dichte der
Zufallsvariablen Amj zu beschrianken, gehen wir also davon aus, dass ein Gegner die wj mit
k # i und k # j beliebig vorgibt. Ferner gibt er Amf”n“ = maw; +myw; = b vor. Da wir nun
allerdings in der Situation —E(p) sind, muss er b so wihlen, dass

1

AnZm2mumaxsp

famama (b) >
]

26



2.3. Verlierer- und Giiltigkeits-Gap im Falle einer stochastischen Nebenbedingung

gilt. Fiir die bedingte Dichte von A% gilt fiir jedes b ¢ M;"*™* (p) nach Lemma 2.3.7

2

fAnl’mﬂA;’;?”m‘l:b(a) < 4n2m mmax(bQSp.

Wir wissen, dass A7 unter der Bedingung A4;"/"™* = b und fiir festgelegte wy, mit k # i und

k # j eine Zufallsvariable ist, die im Vergleich zu A;njl’mQ nur verschoben ist. Fiir w € R"2

bezeichne B(w) das Ereignis, dass die Zufallsvariablen wy, mit k # ¢ und k # j die Werte w
annehmen, also

(w17' s Wi—1, Wit 1y - -+, Wi—1, Wit 15 - - - awn) =w.

Damit erhalten wir folgendes Ergebnis

Vb ¢ M:}S’m‘l (p) : Vo € R" 72 : Pr AT € [O,e”ATjS’m“ =bA B(E)] < e - AnPmPmumaxd? sp.

Der Fall, dass die wy mit k # i und k # j und A]}"™ so festgelegt sind, dass L% = 0,
also A =L gilt, ist durch diese Abschétzung ebenfalls abgedeckt, denn in diesem Fall gilt
Pr {AT] € [0,6]] = 0. Es bezeichne f* : R"~2 — R die gemeinsame Dichte der wy mit k # i
und k # j. Da die Koeffizienten unabhéngige Zufallsvariablen sind, gilt nach Satz A.5.4 fiir
jedes b € R\M;""™ (p)

Pr A7) € [0,€]| A7 ™ =]
- / Pr [A?j € [0,e]J AT ™ = b A B(m)] (@) dw
Rn—2 § ’

< 5-4n2m2mmax¢2$p-/ f*(w) dw
Rn—Q

2

= - An’mPmmaxd’sp.

Mit Korollar A.5.3 erhalten wir

Pr [ A7 € [0, €]l ~E} ™ ()]

~ Pr [AWJ € [0,¢]| AT ™ € R\ Mo ™ (p)]
1 _
- Lo BeiE e = st
PI’ |:A2337m4 c R\ME37W4(1)):| R\M?}S’mAL( ) ’ %7

1
Pr | A7 € R\M]S ™ (p)

IN

€ 4n2m2mmax¢28p/ f amama(b) db
| R\M3 " p) "

2

< e an’m mmax¢23p.
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Es gilt somit

m 1 m
Pr [ALJ’ c [O,E]’_‘E(p)] — m - Pr [Ai,j S [0,5] VAN —.E(p)]
2p m
< g Pr [AT. € [0,¢] A=E(p)]
< 2.Pr [AWJ c[0,e] A ﬁE;j}?”m‘*(p)}
< 2.Pr [ATJ € [0,e]-E ™ (p)]
< ¢- 8n2m2mmax¢25p'

Nun kénnen wir Lemma 2.1.3 anwenden, um die Wahrscheinlichkeit, dass A kleiner als ¢ wird,
unter der Bedingung = E(p) zu beschréinken. Es gilt ndmlich

Pr[A <e[=E(p)] = Pr[A€[0,e]|-E(p)]
< Z Pr [A] € [0,¢]|-=E(p)]
i,§,m
< (Z) mt-e- 8n2m2mmaxqﬁ2sp

< e- 4n4m6mmax¢2 sp.

O

Das néchste Zwischenziel ist es, das soeben fiir das Verlierer-Gap gezeigte Resultat auf
das Giiltigkeits-Gap zu iibertragen. Dazu verallgemeinern wir zunéchst die Definitionen von
Verlierer- und Giiltigkeits-Gap ein wenig.

Definition 2.3.12. Fliir eine gegebene Schranke t € R bezeichne T'(t) die Zufallsvariable, die
die Grofie des Giiltigkeits-Gaps beziiglich der Nebenbedingung w - x < t angibt, und A(t) be-
zeichne die Zufallsvariable, die die Grofle des Verlierer-Gaps beziiglich dieser Nebenbedingung
angibt.

Lemma 2.3.13. Es sei B ein beliebiges Ereignis, so dass fir alle t € R und € € R>q gelte
Pr[A(t) =¢|B] =Pr[I'(t) =¢|B] = 0.
Dann gilt fir alle t € R und fir jedes € € R>g

Pr[A(t) <e|B] =Pr[I'(t+¢) <e|B].

Beweis. Wir fassen das zu losende Optimierungsproblem als bikriterielles Problem auf. Es
wird eine Losung € S mit einem moglichst hohen Rang und einem moglichst kleinen Gewicht
w-x gesucht. Eine Losung € § heiflt in diesem Kontext pareto-optimal, falls es keine Losung
y € S gibt, die einen hoheren Rang als « und trotzdem kein grofieres Gewicht als x hat.

Wir zeigen nun, dass der Gewinner und der minimale Verlierer des urspriinglichen Optimie-
rungsproblems in dem so definierten bikriteriellen Problem pareto-optimal sind. Betrachten
wir zunéchst den Gewinner. Offensichtlich kann es keine Losung mit einem héheren Rang und
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einem hochstens genauso groflen Gewicht geben, weil sonst diese andere Losung der Gewinner
wére. Somit ist der Gewinner eine pareto-optimale Losung.

Auch der minimale Verlierer ™" ist stets eine pareto-optimale Losung. Nehmen wir an, es

giibe eine Losung 2’ mit einem hoheren Rang und einem héchstens genauso groffen Gewicht,
dann kénnen zwei Fille auftreten, entweder ist w - 2’ < t oder w - 2’ > t. Im ersten dieser
beiden Fille wiire 2’ oder eine Losung mit einem noch gréBeren Rang der Gewinner und 2™
wiirde per Definition und im Widerspruch zur Annahme gar nicht zur Menge der Verlierer
gehoren. Im Falle w - 2’ > t wire 2 ein Verlierer, der niher an der Schranke ¢ liegt als ™™,
dann wire 2™ im Widerspruch zur Voraussetzung offenbar nicht der minimale Verlierer. Es
kann auch der Fall w - 2™ = w - 2/ eintreten, aber auch dann wire ™" nicht der minimale
Verlierer, weil 2’ einen hoheren Rang als ™™ hat.

Andererseits kann man aber auch fiir jede pareto-optimale Losung durch eine geeignete Wahl
von t erreichen, dass sie der Gewinner oder der minimale Verlierer wird. Sei x eine beliebige
pareto-optimale Losung. Setzen wir ¢t = w - x, so ist x der Gewinner. Setzen wir t = w-x — &’
fiir ein geeignetes €’ > 0, so ist x der minimale Verlierer.

Es bezeichne P C S die Menge der pareto-optimalen Lésungen. Dann kénnen wir I'(¢) und
A(t) auch wie folgt mit Hilfe der Menge P beschreiben

I'(t) = min{t —w - z|zr € P,w -z < t},
A(t) = min{w - x — tlx € P,w -z > t}.

Um eine bessere Anschauung zu erhalten, kann man sich vorstellen, dass alle pareto-optimalen
Losungen x € P auf eine Linie gem#fl ihrem Gewicht w - x abgebildet werden. Das Verlierer-
Gap A(t) entspricht dann dem Abstand des Punktes ¢ auf dieser Linie zur néichsten pareto-
optimalen Losung, die rechts von t liegt. Das Giiltigkeits-Gap I'(t) entspricht dem Abstand
des Punktes ¢ auf dieser Linie zur néchsten pareto-optimalen Losung, die links von ¢ oder auf
t liegt.

Es gilt also

Pr[A(t) <e|B] = dreP:w-ze(t,t+¢)B]

Pr|
Pr3zeP:w-z€ (t,t+¢]|B]—Pr[Ix e P:w- -z =t+¢|B|
= Pr3zeP:w-xe€(tt+c¢||B]

Pr(I'(t+¢) <¢|B].

O

Korollar 2.3.14. Die Menge S C D" enthalte keine linear abhdngigen Elemente und es gelte
0" ¢ S. Dann gilt fir jedes p € R mit p > 2 und fir jedes € € Rx

Pr[I' <e[=E(p) <e- 4n4m6mmax¢25p'

Beweis. Dieses Korollar erhélt man als direkte Folgerung aus Lemma 2.3.11 und Lemma 2.3.13.
Nach Lemma 2.3.11 gilt fiir jedes ¢’ € R

Pr [A(t') < |=E(p)] < & - 4n*mCmpmaxd?sp.
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Man kann Lemma 2.3.13 anwenden, denn es gilt

Pr[A(t) =e A —E(p)] < Pr[A(t) = €]

Pr[A(t) = ¢|~E(p)] = Pr~E()] = Pr[-E(p)]

=0.

und analog Pr [I'(t) = ¢|-E(p)] = 0. Sind nun ¢ und ¢ beliebig vorgegeben, so erhélt man mit
Lemma 2.3.13

Pr(['(t) <e|-E(p)] = PrlA(t—e¢) <e[~E(p)]

< € 4n4m6mmaxgb28p.

O

Wir werden diese Ergebnisse nun auf beliebige Wahlen von & mit 0™ ¢ S verallgemeinern.
Lemma 2.3.15. Es sei 0" ¢ S. Dann gilt fir jedes p € R mit p > 2 und fir jedes € € R>g
Pr [ < e|-E(p)] < ¢-4n*m muyaxd®sp

und
Pr[A <el=E(p)| <e- 4n4m7mmax¢2‘sp'

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussage iiber das Giiltigkeits-Gap. Mit Lemma 2.3.13
iibertragt sich diese Aussage dann analog zu Korollar 2.3.14 auf das Verlierer-Gap.

Wir werden S dafiir in m disjunkte Klassen S, ..., 8™ partitionieren, die jeweils keine
linear abhéngigen Elemente enthalten. Bevor wir jedoch die Konstruktion dieser Partition
darstellen, werden wir zeigen, wie daraus die Aussage dieses Lemmas folgt. Wir definieren
fir k& € [m] das Giiltigkeits-Gap T'*®) der Menge S*). Dazu definieren wir zunichst den
Gewinner z*®*) der Menge S als das Element mit dem héchsten Rang aus S N B. Das
Giiltigkeits-Gap I'®) sei nun definiert als

k) t—w-z5® falls SEINB £
]l L sonst

I’ nimmt stets einen der Werte der I'®) an, denn fiir den Gewinner z* gibt es stets ein k € [m),
so dass z* € S®) gilt. 2* ist dann offenbar auch das Element mit dem héchsten Rang aus
S® N B und damit gilt T = T®)_ Ist T' =1, so gilt SN B =  und somit gilt auch T'®) =1 fiir
alle k € [m]. Wenn wir also die Wahrscheinlichkeiten, dass die Zufallsvariablen T'(*) kleiner als
¢ werden, beschrianken konnen, so liefert Lemma 2.1.3 auch eine entsprechende Schranke fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass I' kleiner als ¢ wird. Die erwéhnten Wahrscheinlichkeiten sind
dabei stets unter der Bedingung —E(p) zu verstehen.

Wir kénnen auf Korollar 2.3.14 zuriickgreifen, denn die Menge S*) erfiillt die dort verlangten
Voraussetzung, deswegen folgt fiir jedes k € [m]

Pr [F(k) < 5|—|E(p)] < e dn*mOmpaxd?sp.

Mit Lemma 2.1.3 folgt nun wie gewiinscht

Pr[I' < ¢[=E(p)] < Z Pr [I‘(k) < 5|—|E(p)] < e - 4ntm mupaxd*sp.
ke[m]
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Wir miissen nun angeben, wie man ein beliebiges S € D™\{0"} so in m Klassen S, ... §(™)
partitionieren kann, dass je zwei Elemente aus derselben Klasse linear unabhéngig sind.

Falls 0 ¢ D = {dy,...,dn} gilt, so kann man eine gewiinschte Partition einfach erzeugen,
indem man S®) = {z € S | #1 = d)} setzt. Ist jedoch 0 € D, so erfiillt diese Konstruktion
nicht die gewiinschten Eigenschaften. Sei 0. B.d. A. d,;, = 0, dann definieren wir stattdessen
fir k € [m — 1]

SH —{zeS|Jiehl:z1=...=x,_1 =0 und 2; = dy}.

Seien nun z,y € S®) mit 2 # y und k € [m — 1] beliebig, wir werden zeigen, dass es kein
a € R mit ax = y oder ay = x gibt. Nehmen wir an, es gebe ein solches a. Fiir den Beweis
unterscheiden wir zwei Fille; stimmt die Anzahl der fithrenden Nullen von x und y iiberein,
so stimmt die erste Stelle hinter den fiihrenden Nullen von x und y iiberein. Es kommt also
nur a = 1 in Frage, was im Widerspruch zur Voraussetzung x = y implizieren wiirde.

Wir betrachten nun den Fall, dass die Anzahl der fithrenden Nullen von x und y nicht iiberein
stimmt. Habe o.B.d. A. y mehr fiihrende Nullen, dann gibt es eine Stelle ¢ mit y; = 0 und
xz; # 0. In diesem Fall kann nicht ay = x gelten, es kommt also nur cx = y mit @ = 0 in
Frage, was y = 0" im Widerspruch zur Voraussetzung an S bedeuten wiirde. U

Fassen wir die Ergebnisse von Lemma 2.3.10 und von Lemma 2.3.15 zusammen, so erhalten
wir das folgende Korollar.

Korollar 2.3.16. Es sei S C D™ mit 0" ¢ S beliebig. Dann gilt fiir alle p € R mit p > 2 und
fiir jedes € € R>g

1
Prl'<e < % + & - Ant*m mpaxd>sp
und 1

PriA<el < % + & - An*m mpmax@® sp.

Beweis. Es gilt

Pr[A<e] = Pr[E(p)| -Pr|[A<ce|E(p)]+Pr[-E(p)]-Pr[A <e|-E(p)]
< Pr[E(p)] +Pr[A <e|-E(p)]
< i +e- 4n4m7mmax¢2‘sp-
2p
Die Aussage fiir das Giiltigkeits-Gap I" folgt analog. O

2.3.2 Verlierer- und Giiltigkeits-Gap fiir allgemeine Dichten

Es steht nun noch aus, die Ergebnisse des letzten Abschnittes auf den Fall zu verallgemeinern,
dass die Tréger der Dichten nicht mehr zwangsweise beschréankt sind. Wir werden diesen Fall
auf den speziellen Fall beschrénkter Trager zuriickfithren. Die wesentliche Idee dazu ist es,
ein s so zu wihlen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Koeflizienten w; auflerhalb des
Intervalls [—s, s] liegt, hochstens 1/(2p) betrégt. Dieses Ereignis stellt ebenso wie F(p) einen
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Fehler dar, wir werden es im Folgenden mit D(p) bezeichnen. Wir kénnen die Wahrschein-
lichkeit, dass A oder I' zu klein werden, nur unter der Bedingung F(p) = —=(D(p) U E(p))
beschrianken.

Es stellt sich die Frage, wie grofl wir s wéhlen miissen, damit das Ereignis D(p) hochstens eine
Wahrscheinlichkeit von 1/(2p) hat. Das héngt natiirlich essentiell von den gewihlten Vertei-
lungen der w; ab, aber mit der Markoff-Ungleichung lésst sich s fiir jede reelle Zufallsvariable
mit endlichem absoluten Erwartungswert beschranken.

Theorem 2.3.17 (Grofie von Verlierer- und Giiltigkeits-Gap). Es gelte 0" ¢ S und
¢ = max;epy E [|wil]. Dann gilt fiir alle p € R mit p > 2 und fiir jedes e € R

1
Prl <el < = +¢-32e0°m Muaxd”p”
p

und

1
Pr[A <e] < = + - 32en°m mmaxd’p’.
p

Beweis. D;(p) bezeichne das Ereignis, dass w; ¢ [—2npc, 2npc] gilt. Fiir die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses gilt

1
Pr [D;(p)] = Pr[w; ¢ [—2npc, 2npc]] = Pr [|w;| > 2npc] < Pr[Jw;| > 2npE [|w;|]] < 3y’
wobei die letzte Ungleichung aus der Markoff-Ungleichung folgt. Ferner sei D(p) = U;ep,,) Di(p)-
Dann gilt

Pr(D(p) =Pr | [ Di(p)| <D Pr(Di(p)l <n-5—=—.

i€[n] i€[n]

Tritt das Ereignis —D(p) ein, so nehmen die Koeffizienten w; nur Werte aus [—2npc, 2npc] an.
Wir berechnen nun die Dichte der Zufallsvariablen wq, ..., w, unter der Bedingung —D(p).
Sei s = 2npc, dann erhilt man fiir ¢ € [n] eine Dichte von w; unter der Bedingung —D(p)
durch

F (@) 0 falls = ¢ [—s, ]
i|-D(p)\ T fi(=z T
P GRS Sonst

{ 0 falls @ ¢ [—s, 5]

22;}2 7 fi(x) sonst

<

0 falls  x ¢ [—s,s]
= { 2fi(x) sonst

Unter der Bedingung —D(p) sind die Tréger der bedingten Dichten der w; beschriankt und
wir konnen in diesem Falle auf Lemma 2.3.15 zuriickgreifen, um die Wahrscheinlichkeit,
dass das Verlierer- oder das Giiltigkeits-Gap kleiner als € werden, unter der Bedingung
F(p) = =D(p) N ~E(p) zu beschrédnken. Wir miissen dabei jedoch beachten, dass die ma-
ximale Dichte durch die Bedingung —D(p) um den Faktor 2 groBer werden kann. Es gilt

Pr[~F(p)] = Pr[D(p) U E(p)] < Pr [D(p)] + Pr[E(p) <

| =
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und
Pr [A < 5|F(p)] <e- 32cn5m7mmax¢2p2'

Damit ergibt sich die Behauptung des Satzes wie folgt:

Pr{A <e] = Pr[-F(p)| Pr[A <e|=F(p)| + Pr[F(p)] - Pr[A <e|F(p)]
< Pr[=F(p)]+Pr[A <e[F(p)]
1
< —+4e¢€- 32cn5m7mmax¢2p2.
p
Die Aussage iiber das Giiltigkeits-Gap I" folgt analog. O

Korollar 2.3.18. Es gelte 0" ¢ S und ¢ = max;cf,) E [|w;|]. Dann gilt fiir alle n € N und fiir
jedes € € R>g mit € < (25615 Mpaxd?) ™

Pr [F < 5] < 2(5 ’ 326n5m7mmax¢2)1/3

und
Pr[A < ¢] < 2(e - 32en°m mpaxd?) /3.

Beweis. Das Korollar folgt direkt aus Theorem 2.3.17, indem man p = (£-32n°m mupay¢?) /3

setzt. Die oberer Schranke fiir € folgt aus der Bedingung p > 2. U

2.4 Verlierer- und Giiltigkeits-Gap im Falle mehrerer stocha-
stischer Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate, die wir fiir das Verlierer- und das Giiltigkeits-
Gap im Falle einer stochastischen Nebenbedingung erhalten haben, auf den Fall verallgemei-
nern, dass es kK > 1 viele stochastische Nebenbedingungen gibt. Die j-te Nebenbedingung
mit j € [k] habe 0.B.d.A. die Form w) -2 < ¢; fiir ein w¥) € R™ und die Menge der
Losungen aus D", die diese Nebenbedingung erfiillen, werde mit B; bezeichnet. Ebenso wie
im Falle einer stochastischen Nebenbedingung gehen wir auch in diesem Fall davon aus, dass
eine Menge & C D" und eine Zielfunktion beliebig vorgegeben sind. Auch hier fordern wir
von der Zielfunktion lediglich, dass sie auf den Lésungen aus S eine eindeutige Reihenfolge
induziert.

Wir miissen zunéchst die Definitionen der Gaps an den Fall mehrerer stochastischer Neben-
bedingungen anpassen.

Definition 2.4.1 (Giiltigkeits-Gap). Der Gewinner x* sei die Lisung mit dem hochsten
Rang aus SNB1N...NBg. Das Giiltigkeits-Gap 1" sei der kleinste Abstand, den der Gewinner
von einer der Schranken t; hat. Es gilt also

P:{min{tj—w(j)-x*|j€[k]} falls SﬂBlﬂ...ﬂBk#@_
L sonst
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Z2

—xg < t3
A
[ ]

Abbildung 2.3: In dieser Abbildung wird das Verlierer-Gap fiir mehrere Nebenbedingungen
erldutert. Der eingezeichnete Punkt sei der einzige Verlierer und der schraffierte Bereich sei
der erlaubte Bereich, der durch die drei Nebenbedingungen beschrieben wird. Zwei dieser
Nebenbedingungen sind fiir den eingezeichneten Suchpunkt nicht erfiillt. Das Verlierer-Gap
entspricht dem Abstand zu der Nebenbedingung, die am deutlichsten nicht erfiillt ist.

Eine Losung ist ein Verlierer, wenn sie einen hcheren Rang als der Gewinner x* hat, jedoch
wegen mindestens einer der stochastischen Nebenbedingungen nicht zur Menge der erlaubten
Losungen zdhlt. Im Allgemeinen kann der Fall eintreten, dass ein Verlierer die j-te Nebenbe-
dingung nicht erfiillt, aber trotzdem einen sehr kleinen Abstand zu der Schranke ¢; hat. Fiir
die Anwendung des Verlierer-Gaps im néchsten Kapitel ist es jedoch nur wichtig, dass es fiir
jeden Verlierer eine Nebenbedingung gibt, die er deutlich nicht erfiillt. Das rechtfertigt die
folgende Definition des Verlierer-Gaps, die in Abbildung 2.3 veranschaulicht wird.

Definition 2.4.2 (Verlierer-Gap). FEs bezeichne L die Menge der Verlierer, also derjeni-
gen Elemente aus S, die einen hoheren Rang als der Gewinner x*™ haben, jedoch in mindestens
einer der Mengen B, ..., By nicht enthalten sind. Das Verlierer-Gap A ist nun definiert
als

2.4
1 sonst ( )

A= { minggeg maxje[k]{w(j) L — tj} falls L 7é @ )

Der minimale Verlierer x™"

Minimum angenommen wird.

sei diejenige Losung x € L, fir die in Gleichung (2.4) das

Aufbauend auf den Ergebnissen, die wir fiir eine stochastische Nebenbedingung erhalten ha-
ben, kénnen wir das folgende Theorem beweisen.
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]
r1 <1t
° Z.min
ox(@
T2 < to
o ¥
o (1)
Z1

Abbildung 2.4: In dieser Abbildung ist ein Beispiel dafiir eingezeichnet, dass der minimale
Verlierer beziiglich der Nebenbedingungen kein minimaler Verlierer beziiglich einer der Ne-
benbedingungen sein muss. z* sei der Gewinner und die Elemente 2™, () und 22 haben
einen hoheren Rang als z*. ™™ ist der minimale Verlierer beziiglich der beiden Nebenbedin-
gungen. z() ist der minimale Verlierer beziiglich der Nebenbedingung z; < t; und z(®) ist
der minimale Verlierer beziiglich der Nebenbedingung xo < ts.

Theorem 2.4.3 (Grofle von Verlierer- und Giiltigkeits-Gap). FEs gelte 0" ¢ S und
€ = MaXje[,) MaX;c(y) E {|w§])|] . Dann gilt fiir alle € € R>g mit e < (256n°m mpax¢?) !

Pr [F < 5] < 2]»{;(5 : 320n5m7mmax¢2)1/3

und

Pr[A < &] < 2k(e - 32en°m muyaxd?) /3.

Beweis. Wir zeigen zunéichst die Aussage iiber das Giiltigkeits-Gap. Gilt ' < €, so gibt es ein
j € [K], fiir das t; — w\) - 2* < ¢ gilt. Somit ist

PrI'<e] <Pr [Elj € [k :tj—w(j)-x* <5] < ZPr [tj—w(j) -zt <5].
JE[K]
Da die Koeffizienten der Nebenbedingungen unabhéngig sind, kénnen wir beim Betrachten der
j-ten Nebenbedingung davon ausgehen, dass die Koeffizienten der anderen Nebenbedingungen

bereits beliebig gewéhlt wurden. Wir sind dann in einer Situation, in der wir Korollar 2.3.18
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anwenden konnen. Wie gewiinscht ergibt sich insgesamt

Pril'<e] < ZPr[tj—w(j)-x*<€
JEK]

IN

Z 2(e - 32cn5m7mmax¢2)1/3
J€lk]

< 2k(e- 320n5m7mmax¢2)1/3.

Wir wenden uns nun dem Verlierer-Gap zu und stellen fest, dass eine Ubertragung der Er-
gebnisse des Falles mit einer stochastischen Nebenbedingung wie beim Giiltigkeits-Gap nicht
ohne weiteres moglich ist, weil der minimale Verlierer beziiglich der stochastischen Nebenbe-
dingungen im Allgemeinen kein minimaler Verlierer beziiglich einer der Nebenbedingungen
ist. Ein Beispiel dafiir ist in Abbildung 2.4 dargestellt. Wir kénnen jedoch auf das Ergebnis
fiir das Giiltigkeits-Gap zuriickgreifen.

Nehmen wir an, dass A < e gilt. Dann gibt es einen Verlierer x, so dass fiir alle Nebenbedin-
gungen j € [k] gilt wl) .z — t; < e. Essei xy der Verlierer mit dem hochsten Rang, der diese
Ungleichungen erfiillt. Wir &ndern das gegebene Optimierungsproblem nun dadurch, dass wir
jede Schranke t; mit j € [k] um e erhthen. Dadurch erhalten wir ein neues ganzzahliges
lineares Optimierungsproblem II’, in dem zj alle Nebenbedingungen erfiillt und somit kein
Verlierer ist. zy, ist sogar der Gewinner des neuen Problems IT’, denn z, ist nach Definition die
Losung mit dem hochsten Rang, die alle Nebenbedingungen erfiillt. Da x, im urspriinglichen
Problem ungiiltig ist, gibt es ein j € [k], fiir das t; < w) . xp < t;j + ¢ gilt, das Giiltigkeits-
Gap I" in dem neuen Problem IT’ ist also kleiner als . Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist nach
obigem Ergebnis hochstens 2k(e - 32¢n®m muaxd?) /3. O
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KAPITEL 3

Die geglattete Komplexitit
ganzzahliger Optimierungsprobleme

3.1 Beweis von Theorem 1.3.7

Wir werden in diesem Abschnitt Theorem 1.3.7 beweisen. Es seien ein ganzzahliges lineares
Optimierungsproblem Il und ein Perturbationsmodell H fiir II beliebig gewihlt. Als erstes
werden wir zeigen, wie man einen Algorithmus mit polynomieller erwarteter Laufzeit fiir 17}
nutzen kann, um einen Algorithmus mit polynomieller geglitteter Laufzeit fiir II zu konstru-
ieren. Dazu stellen wir zunéchst die Zertifizierer vor, also die Algorithmen, die entscheiden,
ob durch das Runden der Koeffizienten die optimale Losung veréndert wird.

Es sei I eine Eingabe fiir 11, die mit dem Perturbationsmodell H erzeugt wurde. Wir gehen
davon aus, dass b viele Nachkommabits von jedem stochastischen Koeffizienten in der Eingabe
I gelesen werden und dass die Koeflizienten nach dem b-ten Nachkommabit abgerundet wer-
den. Es sei ein Algorithmus A fiir IT gegeben, der im Erwartungswert eine pseudopolynomielle
Laufzeit hat und der die optimale Lésung von Probleminstanzen berechnen kann, bei denen
jeder Koeffizient in den als stochastisch ausgewihlten Komponenten eine ganze Zahl ist. Sind
die Koeflizienten in den stochastischen Komponenten rational, so konnen sie so skaliert wer-
den, dass sie ganz werden, dann kann Algorithmus A benutzt werden, um das Optimum zu
berechnen. Algorithmus A kann also insbesondere eingesetzt werden, um die optimale Losung
2’ beziiglich der abgerundeten Koeffizienten zu berechnen.

Ist eines der Gaps zu klein, so kann nicht bestéitigt werden, dass 2’ auch das Optimum der
Probleminstanz I ist, bei der die Koeffizienten nicht gerundet sind. Je grofler die Rechenge-
nauigkeit b wird, desto kleiner wird die untere Schranke fiir die Gaps, ab der 2’ als Optimum
zertifiziert werden kann.

Wir werden im Folgenden drei verschiedene Zertifizierer vorstellen, dabei ist durch das Per-
turbationsmodell bestimmt, welcher Zertifizierer benutzt werden muss. Es werden die drei
Fille unterschieden, dass nur die Zielfunktion stochastisch ist, dass die Zielfunktion feststeht
und mindestens eine Nebenbedingung stochastisch ist oder dass sowohl die Zielfunktion als
auch mindestens eine Nebenbedingung von stochastischer Natur sind.

Fiir a € R bezeichne |a |, die Zahl, die man erhélt, wenn man a nach dem b-ten Nachkommabit
abrundet. Ist B € R¥*! eine Matrix, so bezeichne | B|; die Matrix, die aus B hervorgeht, indem
jede Komponente nach dem b-ten Nachkommabit abgerundet wird, und B + a sei die Matrix,
die aus B hervorgeht, indem zu jeder Komponente a addiert wird. Diese Konventionen gelten
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insbesondere fiir Vektoren B € RJ. Ferner gelten analoge Konventionen fiir [.]. Fiir zwei
Vektoren By, Bo € R7 sei By < By komponentenweise zu verstehen.

3.1.1 Ein Zertifizierer fiir stochastische Zielfunktionen im biniren Fall

Wir betrachten zunéchst den binéren Fall. Die Menge der giiltigen Losungen & C {0,1}"
stehe beliebig fest und die lineare Zielfunktion p : & — R sei von stochastischer Natur. Sie
habe also die Form p(z) = c1z1 + ... + cpx, = ¢+ x, wobei ¢ = (cq,. .., ¢,) die stochastischen
Koeffizienten und = (@1, ...,2,)’ die biniiren Variablen bezeichne.

Da die Koeffizienten ¢ mit Wahrscheinlichkeit 1 irrational sind, kénnen wir Algorithmus A
nicht anwenden, um das Optimum der Probleminstanz I direkt zu berechnen. Wir kénnen
jedoch das Optimum beziiglich einer beliebigen Funktion p(z) = a -z mit a € Q™ bestimmen,
denn diese Funktion kann so skaliert werden, dass alle Koeflizienten ganze Zahlen sind und
wir Algorithmus A zur Bestimmung des Optimums einsetzen kénnen.

Zunichst nutzen wir Algorithmus A, um das Optimum 2z’ beziiglich der abgerundeten Ko-
effizienten |c|, zu berechnen. Um zu iiberpriifen, ob z’ auch optimal beziiglich der nicht
gerundeten Koeffizienten ist, geniigt ein weiterer Aufruf von Algorithmus A und zwar mit
den Koeffizienten ¢, die wie folgt definiert sind

_ { [cily = |cilp +27° falls 2t =0

R i
! {Cin falls x; =1

Ist 2’ auch das Optimum beziiglich der Koeffizienten ¢, so ist z’ ebenfalls das Optimum
beziiglich der nicht gerundeten Koeffizienten. Um das zu zeigen, betrachten wir die Funktion
d(z) = ¢-x —¢-x. Diese wird durch 2’ maximiert. Ist 2’ auch das Optimum beziiglich der
Koeffizienten ¢, so maximiert =’ die Funktionen §(z) und ¢ -z und somit auch ihre Summe
dz)+C-z=c-x.

Liefert der Aufruf von A beziiglich der Koeffizienten ¢ eine Losung zuriick, die ungleich 2’ ist,
so kann kein zertifiziertes Optimum berechnet werden. Dieser Fall kann nur dann eintreten,
wenn das Gewinner-Gap nicht grofer als n27° ist, gilt némlich ¢ - 2’ — ¢ -y > n27? fir alle
erlaubten Losungen y € S mit y # 2/, so gilt fiir jedes solche y auch nach dem Runden noch
¢’ >c-yund [c]p -2’ > ey y.

Eine direkte Ubertragung dieses Zertifizierers auf den allgemeinen Fall ganzzahliger Optimie-
rungsprobleme ist nicht moéglich. Wir vermuten sogar, dass es keinen Zertifizierer gibt, der
nur Aufrufe von A durchfiihrt, bei denen jeder Koeffizient entweder nach dem b-ten Bit auf-
oder abgerundet ist, und der im Allgemeinen nach polynomiell vielen Aufrufen von A das
Optimum zertifizieren kann.

Dazu untersuchen wir, welche Informationen ein Aufruf von A liefern kann, bei dem jeder
Koeffizient entweder nach dem b-ten Bit auf- oder abgerundet ist. Fiir a € {0,1}" bezeichne
c* den Vektor bestehend aus Koeflizienten

o lci]p falls a; =0
i fcﬂb falls a; = 1

Wir gehen davon aus, dass wir bereits einen Aufruf von A mit den Koeffizienten ¢® fiir
ein beliebiges a € {0,1}" durchgefiihrt haben, der uns die Losung 2’ zuriickgeliefert hat,
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und untersuchen nun, welche Information uns ein Aufruf mit den Koeffizienten ¢ fiir ein
a’ € {0,1}"™ mit o’ # a liefert. Erhalten wir eine andere Losung als 2 zuriick, so kénnen wir
2’ nicht als Optimum zertifizieren, erhalten wir wieder z’ als Losung, so kénnen wir — wie
eine leichte Rechnung zeigt — genau die Elemente der folgenden Menge M (a') als optimale
Losung beziiglich der nicht gerundeten Koeffizienten ausschlieflen

Vi € [n] :

M(d') = {:c € S\{2'}

=0=a; <z }
oL
1

Der Wertebereich der ganzzahligen Variablen sei D = {d1,...,d;} mit d; < ... < d,,. Falls
fiir jede Komponente ¢ € [n] des Vektors z’ gilt @} € {di,d,,}, so gilt fiir ' € {0,1}" mit

, { 0 falls =\ =d,,

I i
i 1 falls ) =d;

M(a’) = S\{z'}. Wir konnen dann also 2’ durch einen weiteren Aufruf von A als Optimum
zertifizieren. Diese Eigenschaft ist im binéren Fall immer erfiillt, weswegen dort stets zwei Auf-
rufe von A geniigen. Die Koeffizienten ¢, mit denen Algorithmus A beim bin&ren Zertifizierer
aufgerufen wird, entsprechen gerade den Koeffizienten ¢

Sei nun m > 2 angenommen. Die wenigsten Losungen kann man ausschliefen, wenn fiir
jede Komponente 2/, = dm/2) gilt. Man kann dann durch einen Aufruf von A nur héchstens
([m/2] + 1)™ viele Losungen ausschliefilen, was nur ein exponentiell kleiner Anteil an der
Menge aller moglichen Losungen ist, falls & = D" gilt. Deswegen vermuten wir, dass es
im Allgemeinen nicht moglich ist, mit polynomiell vielen Aufrufen von A ein Element als
garantiertes Optimum zu bestimmen, wenn bei jedem Aufruf jeder Koeffizient entweder nach
dem b-ten Bit auf- oder abgerundet wird. Wir werden jedoch im néchsten Abschnitt zeigen,
dass man doch mit polynomiell vielen Aufrufen von A auskommt, wenn man auch andere
Koeffizienten als nur auf- oder abgerundete zulésst.

3.1.2 Ein Zertifizierer fiir stochastische Zielfunktionen im allgemeinen Fall

Auch in diesem Fall betrachten wir die Situation, dass die Menge der giiltigen Losungen
S C D" beliebig feststeht und dass die lineare Zielfunktion p : S — R von stochastischer
Natur ist. Im Pseudocode werden wir das Optimum beziiglich der Zielfunktion a-x fiir a € Q"
mit A(a) bezeichnen, da wir Algorithmus A aufrufen, um es zu bestimmen.

Zunichst werden wir mit Algorithmus A das Optimum z’ beziiglich der abgerundeten Koeffi-
zienten berechnen und dann {iberpriifen, ob dieses Optimum auch optimal beziiglich der nicht
gerundeten Koeflizienten ist. Da das Runden nach dem b-ten Nachkommabit jeden Koeffizi-
enten um hochstens 27° dndert und es n Koeffizienten gibt, die jeweils hochstens mit mpax
gewichtet sind, wird der Wert jeder Losung aus S durch das Runden um héchstens nmypa2~°
gedndert. Falls also der Abstand des Wertes von 2’ von dem Wert jeder anderen erlaubten
Losung grofer als 2nmumax2 2 ist, so wissen wir, dass 2’ auch vor dem Runden optimal gewe-
sen sein muss. Diese Beobachtung wird in Algorithmus 1 ausgenutzt, dessen Eigenschaften in
Lemma 3.1.1 zusammengefasst sind. Die Riickgabe des Algorithmus ist das Optimum von I,
also das Optimum beziiglich der nicht gerundeten Koeffizienten, oder L, falls dieses Optimum
mit der gegebenen Rechengenauigkeit b nicht eindeutig bestimmt werden kann.
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Algorithmus 1 ZertifiziererZF (nur die Zielfunktion ist stochastisch)
' = A(lelp)

fori=1tondo
¢ = lc]p
C; = {Cin + (nmmax + 1)27b+1
x = A(c)
if x # 2/ then
return |
end if
c=[c]p
G = [ci]p — (NMumax +1)270F!
x = A(°)
if z # 2’ then
return |
end if
end for
return z’

Lemma 3.1.1. Gibt Algorithmus 1 eine Ldsung zuriick, so ist diese optimal beziiglich der
nicht gerundeten Koeffizienten. Wenn er keine Ldsung zuriickgibt, so ist das Gewinner-Gap
nicht grofer als nm?,,,270%4.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass ein Optimum z’ zuriickgegeben wird. Wir
mochten zeigen, dass x’ die optimale Losung der nicht gerundeten Probleminstanz I ist. Im
Widerspruch dazu nehmen wir an, es gibe ein y € S mit y # 2/, fiir das ¢-y > ¢ - 2’ gilt.
Durch das Runden wird der Wert jeder Losung aus S um hochstens nmmpma2~% gedindert. Weil
2’ das Optimum beziiglich der abgerundeten Koeffizienten ist, gilt |c|p - 2’ > [c]p - y, somit
ergibt sich insgesamt 0 < |c|p - 2" — |c]p -y < nmmax2 0T

Nach Voraussetzung existiert eine Stelle i € [n], in der sich y und z’ unterscheiden. Wir
behandeln zuniichst den Fall, dass y; > « gilt. Algorithmus 1 fithrt einen Aufruf von A
durch, bei dem alle Koeflizienten abgerundet werden und der i-te Koeffizient zusétzlich um
(NMmax + 1)270%1 erhoht wird. Es bezeichne ¢ diese Koeffizienten. Dann gilt

coy—c-a' = lcory—le)o 2+ (yi — 2}) (nmumax + 1)270
> lelo-y—lely 2 4 (nmmay +1)2707!
> MmO (nMmmax + 1)2—b+1

27 b+l 5 0.

Somit wiire beim Aufruf von A mit den Koeffizienten ¢ nicht 2’ als Optimum herausgekommen
und die Riickgabe des Zertifizierers wiire 1 gewesen. Der Fall y; < 2, kann analog behandelt
werden, wenn man den Aufruf von A betrachtet, bei dem der Koeffizient ¢; nach dem Abrun-
den noch um (nMmpyax +1)27! verkleinert wird. Somit ist der erste Teil des Lemmas gezeigt,
denn die Annahme, dass x’ nicht optimal ist, wenn es ausgegeben wird, fiihrt in jedem Falle
zu einem Widerspruch.

Wir miissen nun noch zeigen, dass hochstens dann kein Optimum zuriickgegeben wird, wenn

das Gewinner-Gap nicht grofler als nm2,,, 27+ ist. Sei A > nm2,,,27"* angenommen und
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z* das Optimum der Probleminstanz I. Da der Wert jeder Losung durch das Runden um
hochstens nmmax2~? verindert wird, ist 2* auch das Optimum beziiglich der abgerundeten
Koeffizienten, es gilt also 2/ = x*.

Nach dem Aufruf mit den abgerundeten Koeffizienten wird Algorithmus A noch 2n mal auf-
gerufen. Wir betrachten einen beliebigen solchen Aufruf, dabei bezeichne ¢ den dazugehdorigen
Koeffizientenvektor und y € S sei eine beliebige Losung. Fiir alle z € S gilt

lc-x—¢-x| < N2 " + Mmax (MMmaz + 1)2_b+1,

wobei der erste Summand daraus resultiert, dass jeder Koeffizient durch das Runden um
héchstens 27° veréndert wird, und der zweite daraus, dass ein Koeffizient, der héchstens mit
Mmax gewichtet ist, noch zusétzlich um (nmmax+1)2_b+1 verandert wird. Durch eine einfache
Abschétzung erhélt man fiir jedes x € S als Ergebnis

2 o9-b+3

lc -z —C- x| < nm,

Weil A > nm? 270 ist, gilt ¢- 2’ —c-y > nm?2, 274, Somit erhilt man insgesamt

maz maz
c-a'—cy = (c-oa—cy+@Ea—ca)y—(c-y—c-y)
> nm2, 274 —c2)— (- y—c-y)

> nmfna$2_b+4—2-nm?nax2_b+3 =0.

Falls das Gewinner-Gap groer als nm2,,,270 ist, wird also 2’ bei jedem Aufruf von A als

Optimum zuriickgeliefert und somit wird 2’ auch von Algorithmus 1 als zertifiziertes Optimum
ausgegeben. O

3.1.3 Ein Zertifizierer fiir stochastische Nebenbedingungen

Wir betrachten nun die Situation, dass die Zielfunktion feststeht und dass es &/ > 1 viele
stochastische Nebenbedingungen gibt. Diese konnen o. B.d. A. in der Form Bz < t formuliert
werden, wobei B € RF'*™ cine Matrix ist, die die stochastischen Koeffizienten enthélt, und
t € R¥ ein Vektor, der die Schranken enthilt. Die Menge der erlaubten Lésungen ergibt sich
in diesem Fall als Schnitt einer beliebig vorgegebenen Menge S C D™ mit den Halbrdumen
By, ..., By, die durch die Nebenbedingungen beschrieben werden.

An dieser Stelle erinnern wir noch einmal daran, dass das Verlierer-Gap undefiniert ist, wenn es
keinen Verlierer gibt, und dass das Giiltigkeits-Gap undefiniert ist, wenn keine giiltige Losung
existiert. Die Nichtexistenz eines Verlierers beeintréchtigt den Zertifizierer nicht und auch der
Fall, dass keine Losung aus S existiert, die alle Nebenbedingungen erfiillt, ist unproblematisch.
Wir behandeln die Antwort des Algorithmus A, dass keine giiltige Losung existiert, wie jede
andere Ausgabe. Insbesondere kann also auch zertifiziert werden, dass beziiglich der nicht
gerundeten Koeffizienten keine Losung giiltig ist.

Auch in dieser Situation kénnen wir das Optimum der Probleminstanz I nicht direkt mit
Algorithmus A berechnen, weil die stochastischen Koeffizienten mit Wahrscheinlichkeit 1 ir-
rationale Zahlen sind. Ist ¢ € QF*™ und ¢ € QF, so kann das Optimum beziiglich der
Nebenbedingungen Cz < t' mit Algorithmus A bestimmt werden, indem die Koeffizienten
durch eine entsprechende Skalierung ganzzahlig gemacht werden. Einen Aufruf von Algorith-
mus A mit diesen Nebenbedingungen werden wir im Pseudocode mit A(C,t’) bezeichnen.
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Algorithmus 2 ZertifiziererNB (nur Nebenbedingungen sind stochastisch)
© = A(BJb, [t]s + (n17max +1)27°)
if |Blpr < [t]p — (WMmax + 1)27° then
return z
else

return |
end if

Lemma 3.1.2. Gibt Algorithmus 2 eine Liosung zuriick, so ist diese optimal beziiglich der
nicht gerundeten Koeffizienten. Wenn er keine Ldsung zuriickgibt, so ist entweder das
Verlierer-Gap oder das Giiltigkeits-Gap nicht gréfier als (nmmax + 1)270F1,

Beweis. Wir betrachten zun#chst den Fall, dass Algorithmus 2 ein Optimum x zuriickgibt,
und mochten zeigen, dass x dann wirklich das Optimum beziiglich der nicht gerundeten Koef-
fizienten ist. Es konnen prinzipiell zwei Fehler eintreten, entweder ist das wirkliche Optimum
durch das Runden ungiiltig geworden oder eine Lésung mit einem hoheren Rang als das Op-
timum ist durch das Runden giiltig geworden. Ersteres kann nicht eintreten, denn ist eine
Losung y € S giiltig beziiglich der nicht gerundeten Koeffizienten, so gilt By < ¢t. Durch das
Runden wird das Gewicht in jeder Nebenbedingung um hochstens nmmpma2~% und der Wert
jeder Schranke um héchstens 270 verdndert, also gilt

|Blyy < By + NMmax2 0 < t+ nMpmax2 0 < [t]p + (nMmmax + 1)2_b.

Wir miissen nun noch ausschliefen, dass x erst durch das Runden giiltig geworden ist. In
diesem Fall gibt es eine Nebenbedingung j € [k}, fiir die (Bz); > t; gilt. Nach dem Runden
gilt dann (| Bz ]p); > [t ]p— (nMmax+1)27%, es wiirde also z nicht als Optimum zuriickgegeben
werden. Somit ist der erste Teil des Lemmas gezeigt.

Wir betrachten nun den Fall, dass kein Optimum ausgegeben wird. Das passiert genau dann,
wenn es ein j € [k'] mit (|Bpz); > [tj]p — (nMmax + 1)27° gibt. Wir unterscheiden die
Fille, dass x das tatsichliche Optimum ist oder eine Losung, die beziiglich der nicht ge-
rundeten Koeffizienten ungiiltig ist. Im ersten Fall muss das Giiltigkeits-Gap kleiner als
(nMumax + 1)27°F sein, denn fiir ein j € [K'] mit ([Bpz); > [t5]p — (nMmax + 1)27° gilt

ty — (Bx); < [t;]p — ([Blox); + (nmmax + 127" < (nmmax + 1)27.

Im zweiten Fall ist = erst durch das Runden und die Verschiebung der Schranken giiltig
geworden. Das bedeutet, dass das Verlierer-Gap nicht groier als (nmumpax +1)27°! sein kann,
denn gibe es ein j € [k'], fiir das (Bz); > tj + (nMmmax + 1)27°%1 gilt, so wire nach dem
Runden

(Bx)j — NMmax2

tj + (nMmmax + D27 — impas2”
Lt b + (MMmax + 1)2_1’+1 — M2t — 270
= tjlp + (nmmax +1)27°.

(1 Blpx);
b

vV Vv IV

Somit wire x im Widerspruch zur Voraussetzung auch nach dem Runden und dem Verschieben
der Schranken noch ungiiltig. O
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3.1.4 Ein Zertifizierer fiir stochastische Zielfunktionen und stochastische
Nebenbedingungen

Wir betrachten nun den Fall, dass sowohl die Zielfunktion als auch mindestens eine Nebenbe-
dingung von stochastischer Natur sind. In diesem Fall konnen wir auf die oben beschriebenen
Zertifizierer zuriickgreifen und miissen sie ineinander verschachteln. Das heifit konkret, dass
wir Algorithmus 2 ausfiihren und den Aufruf von A gegen einen Aufruf von Algorithmus 1
ersetzen. Bei der Beschreibung von Algorithmus 1 sind wir davon ausgegangen, dass die Men-
ge der erlaubten Losungen beliebig feststeht. Da es aber in diesem Fall auch stochastische
Nebenbedingungen gibt, deren Koeffizienten im Allgemeinen irrationale Zahlen sind, kénnen
wir Algorithmus 1 nicht ohne weiteres anwenden, sondern miissen vorher die Koeffizienten
in den stochastischen Nebenbedingungen runden. Das machen wir genau wie in Algorith-
mus 2 und iibergeben diese gerundeten Nebenbedingungen und die verschobenen Schranken
an Algorithmus 1. Dieses Verfahren ist in Algorithmus 3 in Pseudocode dargestellt.

Algorithmus 3 Zertifizierer (Zielfunktion und einige Nebenbedingungen sind stochastisch)

r = ZertifizierterZF(| By, [t]p + (nmmax + 1)27%)
if x =1 then
return |
end if
if |Blpr < [t]p — (WMmax + 1)27° then
return x
else

return L
end if

In diesem Szenario ergibt sich die Menge der erlaubten Losungen wieder als Schnitt einer fest
vorgegebenen Menge S C D™ mit den Halbriumen By, ..., By, die durch die linearen Neben-
bedingungen beschrieben werden. Da wir Algorithmus 1 mit gerundeten Koeffizienten und ver-
schobenen Schranken aufrufen, ist fiir uns das Gewinner-Gap beziiglich dieser verdnderten Ne-
benbedingungen interessant. Mit A’ bezeichnen wir im Folgenden das Gewinner-Gap, das sich
ergibt, wenn die stochastischen Nebenbedingungen die Form |B|yz < |t] + (nmmax + 1)27°
haben.

Lemma 3.1.3. Gibt Algorithmus 8 eine Ldosung zuriick, so ist diese optimal beziiglich der
nicht gerundeten Koeffizienten. Wenn er keine Losung zurickgibt, so ist entweder
A" < nm?2,,.27% oder das Verlierer-Gap oder das Giiltigkeits-Gap sind nicht gréfier als

(nMmax + 1)270FL,

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass eine Losung x zuriickgegeben wird. Der Aufruf
von Algorithmus 1 sichert, dass x das Optimum beziiglich der nicht gerundeten Zielfunktion
und der Nebenbedingungen | Bpz < [t]p + (nmax + 1)27° ist. Prinzipiell kénnen zwei Fehler
eintreten, entweder ist das wirkliche Optimum durch das Runden ungiiltig geworden oder
eine Losung mit einem hoheren Rang als das Optimum ist durch das Runden giiltig gewor-
den. Analog zu Algorithmus 2 kann man argumentieren, dass der erste Fall nicht eintreten
kann, weil die Menge der erlaubten Losungen beziiglich der veréinderten Nebenbedingungen
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hochstens grofler wird, und dass im zweiten Falle z verworfen worden wire, weil dann nicht
|Blyx < |t]p — (nMmax + 1)27° gelten kann.

Auch der Beweis des zweiten Teils des Lemmas verlduft im Wesentlichen analog zum Be-
weis von Lemma 3.1.2. Wird kein Optimum zuriickgegeben, so kann die Ursache darin lie-
gen, dass Algorithmus 1 kein Optimum beziiglich der gerundeten Nebenbedingungen und
der nicht gerundeten Zielfunktion berechnen kann. Aus Lemma 3.1.1 folgt, dass dieser Fall
nur eintreten kann, wenn A’ < nm?, 27+ gilt. Ist das Gewinner-Gap nicht die Ursache
dafiir, dass kein Optimum zuriickgegeben wird, so muss analog zu Lemma 3.1.2 entweder

I' < (nmpax + 1)2*5”rl oder A < (nmmpmax + 1)2—b+1 gelten. O

3.1.5 Vom pseudopolynomiellen Algorithmus zur polynomiellen geglitte-
ten Komplexitit

Nach dieser Vorarbeit sind wir nun dazu in der Lage, Theorem 1.3.7 zu beweisen. Als erstes
werden wir zeigen, wie man einen Algorithmus mit pseudopolynomieller erwarteter Laufzeit
dazu nutzen kann, um einen Algorithmus mit polynomieller gegliatteter Laufzeit zu konstru-
ieren.

Beweis von Theorem 1.8.7, ,< “. Es sei ein Algorithmus A fiir HZ} mit polynomieller er-
warteter Laufzeit gegeben. Die erwartete Laufzeit von A ist also polynomiell in N und W,
wobei N die Eingabegrofie angebe und W den grofiten Absolutwert bezeichne, der von einem
der stochastischen Koeffizienten angenommen wird. Es sei n die Anzahl der ganzzahligen Va-
riablen und k die Anzahl der stochastischen Komponenten. Es gilt stets N > kn, weil die
stochastischen Koeffizienten eine virtuelle Linge von 1 haben. Ferner bezeichne &’ die Anzahl
der stochastischen Nebenbedingungen. Es gilt &’ € {k — 1, k}, je nachdem ob die Zielfunktion
stochastisch ist oder nicht. E sei der absolute Erwartungswert der Verteilung, die durch die
Dichte f beschrieben wird, die durch das Perturbationsmodell H vorgegeben ist.

Auf Algorithmus A aufbauend konstruieren wir nun einen Algorithmus mit polynomieller
geglatteter Laufzeit. Die wesentliche Idee dazu ist das adaptive Runden, das bereits in der
Einleitung angesprochen wurde und in Algorithmus 4 noch einmal in Pseudocode dargestellt
wird. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass sowohl die Zielfunktion als auch minde-
stens eine Nebenbedingung stochastisch sind. Die anderen beiden Fille konnen analog behan-
delt werden. Fiir die Zielfunktion p gelte p(z) = ¢+ x mit ¢ € R™ und die Nebenbedingungen
haben die Form Bz <t mit B € RE'X7 und t € R¥.

Algorithmus 4 Adaptives Runden

b=1

repeat
d = |cly, B = |Blp, t' = |[t]p + nMmas27?
Multipliziere ¢/, B’ und ¢ mit 2°, um sie ganzzahlig zu machen.
Rufe A auf, um das Optimum =z beziiglich ¢/, B’ und ' zu berechnen.
Uberpriife mit Algorithmus 3, ob 2 auch das Optimum beziiglich ¢, B und ¢ ist.
b=b+1

until Zertifizierung von z erfolgreich
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Wir moéchten nun zeigen, dass Algorithmus 4 eine polynomielle gegléittete Laufzeit besitzt,
und bedienen uns dabei der alternativen Charakterisierung von polynomieller geglétteter
Komplexitét, die in Lemma 1.3.3 gegeben ist. Wir werden also zeigen, dass ein Polynom P
existiert, fir das gilt

VN eN:Vop>1:Vee (0,1]:VI € In : Pr |Tar(H(I, 9)) 2P<N,¢,§>] <e.

Dabei bezeichne Tar eine Zufallsvariable, die die Laufzeit von Algorithmus 4 auf der gegebe-
nen Kingabe angibt. Die Wahrscheinlichkeit wird also sowohl {iber die zufillige Eingabe als
auch iiber die zufélligen Entscheidungen des Algorithmus gebildet.

Da die erwartete Laufzeit von Algorithmus A polynomiell in N und W ist, gibt es zwei
Konstanten c¢1,co € R mit ¢co > 1, so dass fiir jede Eingabe I € Ty, bei der der grofite
vorkommende Absolutwert eines Koeffizienten W ist, gilt

E[TA(I)] < (et NW)2,

wobei T4 eine Zufallsvariable ist, die die Laufzeit von Algorithmus A auf der gegebenen
Eingabe angibt.

Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist jedes der drei Gaps grofler als 0. Also gibt es mit Wahrschein-
lichkeit 1 ein by < oo, so dass by viele gelesene Bits ausreichen, um das Optimum beziiglich
der nicht gerundeten Koeffizienten eindeutig zu bestimmen. Als Vorbereitung der Analyse
berechnen wir zunéchst fiir ein beliebiges by € N, wie grofl die erwartete Laufzeit E [TAr] des
adaptiven Rundens ist, wenn die Schleife nach dem bg-ten Durchlauf verlassen wird.

Algorithmus A wird in diesem Fall by mal aufgerufen, dabei dndert sich die Eingabeldnge
N nicht, denn das Runden und Skalieren betrifft nur die stochastischen Koeffizienten, deren
Beitrag zur Eingabeldnge fest ist. Die grofite vorkommende Zahl W = W1 Wy éndert sich
hingegen von Aufruf zu Aufruf. Sie setzt sich dabei aus zwei Faktoren zusammen. Der erste
Faktor ist W; = 2°, er entsteht durch das Runden nach dem b-ten Bit und das anschlieBende
Skalieren der Koeffizienten. Der zweite Faktor ist W5, dieser gibt den absolut gréfiten vor-
kommenden ganzzahligen Anteil eines Koeffizienten vor dem Skaliereren an. Wy ist konstant,
Wy andert sich von Aufruf zu Aufruf.

H(I,¢) ist eine Zufallsvariable, die die zuféllige Perturbation der Eingabe I angibt. Mit
|H(I, )]s bezeichnen wir im Folgenden die zuféllig Eingabe, die entsteht, wenn wir die sto-
chastischen Koeffizienten in der Eingabe H(I, ¢) nach dem b-ten Bit abrunden und anschlie-
Bend so skalieren, dass sie ganze Zahlen sind.

In einem Schleifendurchlauf fallen nicht nur die Kosten fiir den Aufruf von Algorithmus A
an, sondern auch Kosten fiir das Runden und Skalieren der Koeffizienten, diese werden wir
pro Schleifendurchlauf mit cnk fiir eine geeignete Konstante ¢ ansetzen. Fiir die erwartete
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Laufzeit erhalt man dann

bo

E[Tar(D)] = Y (E[Ta([H(I,$)]s)] + cnk)
b=1
bo

= boenk+ Y E[Ta([H(I,9)]s)]

b=1

bo
cbgN + Z(ClN2bW2)CQ
b=0

IN

bo
= choN + (L NWy)2 ) (22)°
b=0
< ¢bgN + (c; N2%Hiy)ee, (3.1)

Um eine Aussage iiber die erwartete Laufzeit zu erhalten, miissen wir also untersuchen, wie
grofl by und Wy typischerweise werden. Wir betrachten zunéchst Ws. Es sei r;; die Zufallsva-
riable, die zum i-ten Koeffizienten der j-ten stochastischen Komponente beim Perturbieren
addiert wird. Weil jeder stochastische Koeffizient im ersten Schritt des semi-zufélligen Einga-
bemodells im Intervall [—1, 1] vorgegeben wird, gilt Wa < max;c(n) je[x] |7i,5]+1. Die absoluten
Erwartungswerte von r;; sind laut Voraussetzung an das Perturbationsmodell ‘H durch eine
Konstante E beschréankt. Mit der Markoff-Ungleichung erhalten wir fiir jedes a > 1

Pr(Wy >aE+1] < Pr| max |rj;|+1>aF+1
i€[n],j€[k]

k
< Pr[die(n],jelk]:|rj>aFE] < %-
Setzt man Wy(N,e) = 4NE /e 4 1, so erhélt man wegen N > nk fiir alle ¢ € (0, 1]

Pr [WQ > WQ(N, 8)] <

>~ m

Wir untersuchen nun die Frage, wie gro man b wihlen muss, damit die Wahrscheinlichkeit,
dass das Optimum nach dem Lesen von b vielen Nachkommabits noch nicht eindeutig be-
stimmt ist, hochstens /2 betriagt. Wir gehen davon aus, dass b viele Nachkommabits jedes
stochastischen Koeffizienten gelesen werden. Diese Genauigkeit reicht nach Lemma 3.1.3 nur
dann nicht aus, um die optimale Losung eindeutig zu bestimmen, wenn eines der folgenden
Ereignisse eintritt:

e Ereignis Gi: A’ < nm2,,, 27+
e Ercignis Go: A < (nmpay + 1)270F1

e Ereignis G3: T' < (nmpax + 1)270F1

Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Aufdecken von b vielen Nachkommabits
pro Koeflizient das Optimum noch nicht eindeutig feststeht,

Pr by > b] < Pr[Gi] + Pr[Gs] + Pr[Gs].
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3.1. Beweis von Theorem 1.3.7

Die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse lassen sich mit den Theoremen 2.2.2 und 2.4.3
abschéitzen. Bei der Formulierung von Theorem 2.2.2 haben wir nur vorausgesetzt, dass die
Menge der giiltigen Losungen beliebig feststeht, deswegen gilt seine Aussage auch fiir das
Gewinner-Gap A’ beziiglich der Nebenbedingungen | B |z < [t]p + (nmmax + 1)27°.

Im Falle (nmmax + 1)2701 < (256n°m mupax¢®) ! gilt

Pr [A’ < nm?naxrb“} < n2m2,, 274 (3m — 4)¢,
Pr [A < (nMmpax + 1)27b+1} < 2K (EnSmTm2,, ¢?2 0t )3,

max

Pr [F < (nMmax + 1)2—b+1} < 2K (En®mm?2 ¢22—b+7)1/3.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Optimum nach b gelesenen Nachkommabits noch nicht ein-
deutig bestimmt ist, soll héchsten £/2 betragen. Um das zu erreichen, soll Pr[Gq] < £/4,
Pr [G2] < e/8 und Pr [Gs] < £/8 gelten, das fithrt auf die Ungleichungen

n?m?, 27" @Bm —4)p < e/4,
Qk/(En6m7mr2naX¢22*b+7)l/3 < €/87
<

(nMmax + 1)27011 (256n°m maxd®) L.

Formt man diese um, so erhélt man

12 L1306 Tm2 b2
bZlOg( ’I’L’I;’Lrnqnaxq5 >+7:b(N,¢,€)
€
Zusammengefasst gilt also
Pr by > [b(N,¢,¢)]] <e/2.
Wir definieren
21 3,600,702 42
Wl(N, ¢’€) — 2 (E+ 1)kl n'm mmax¢ > 2]’b(N7¢75)"+1.

e3

Unter der Voraussetzung, dass m und my,x polynomiell beschréinkt in n sind, ist W1 (N, ¢, ¢)
polynomiell in N, ¢ und 1/e beschrénkt. Auch [b(NV,¢,e)| ldsst sich durch ein Polynom
q(N,¢,1/e) nach oben abschétzen.

Wir ersetzen nun in der Formel (3.1) bg, 20! und W5 durch die polynomiellen oberen Schran-
ken q(N,¢,1/e), Wi(N, ¢,e) und Wo(N,e) und multiplizieren das Ergebnis anschliefend mit
4/e. Das Ergebnis ist ein Polynom P, das wie folgt aussieht

P (N, 6, é) _ g (cq <N, 4, é) N + (cANWi (N, 6, €) Wy (N, a))@) .

Dieses Polynom besitzt die gewiinschten Eigenschaften, denn iibersteigt die Laufzeit des
adaptiven Rundens die Schranke, die durch dieses Polynom gegeben ist, so ist entweder
bo > [b(N,¢,e)] oder Wy > Wo(N,e) oder die Laufzeit von Algorithmus 4 ist mindestens
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(4/¢) mal so grofl wie seine erwartete Laufzeit. Es gilt also fiir alle N € N, fiir alle ¢ > 1, fiir
alle € € (0,1] und fiir alle I € Zy

Pr |Tar(H(I,¢)) = P <N7 @é)]
< Prlbo > [b(N,6,8)]] + Pr[Ws > Wa (N,)] + Pr [TAR(H(I,QZ))) > gE Tar(H(I, 6))]
< SHz+=-

Somit ist gezeigt, dass Algorithmus 4 eine polynomielle gegldttete Laufzeit hat. O

3.1.6 Von polynomieller geglitteter Komplexitit zum pseudopolynomiel-
len Algorithmus

Beweis von Theorem 1.8.7, ,= “. Wir miissen nun noch zeigen, wie man einen Algorithmus
A mit polynomieller gegliatteter Laufzeit fiir ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem
I nutzen kann, um einen randomisierten Algorithmus fiir das Problem IT’! zu konstruieren,
der eine polynomielle Laufzeit hat, der aber mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 1/2
keine Losung ausgibt.

Die Menge der Eingaben von II7! ist dahingehend eingeschrinkt, dass die Koeffizienten in
den als stochastisch ausgew#hlten Komponenten ganze Zahlen sein miissen. Wir werden eine
kleine Perturbation dieser Koeflizienten durchfiihren und anschliefend priifen, ob durch die
Perturbation das Optimum geéndert wurde. Falls das Optimum geéndert wurde, so brechen
wir den Algorithmus ab und geben keine Losung zuriick, ansonsten nutzen wir Algorithmus
A, um das Optimum zu berechnen.

Es sei eine beliebige Eingabe I fiir IT’! gegeben. Bei der Definition der geglitteten Komple-
xitét ganzzahliger linearer Optimierungsprobleme haben wir gefordert, dass alle Koeffizienten
und Schranken in den stochastischen Komponenten vor dem Perturbieren im Intervall [—1, 1]
liegen. Um das zu erreichen, skalieren wir alle stochastischen Komponenten in der Eingabe I
zunéichst mit M !, wobei M den gréBten vorkommenden Absolutwert eines der Koeffizienten
oder einer der Schranken bezeichne. Nach dem Skalieren liegen alle Koeffizienten und Schran-
ken in den stochastischen Komponenten im Intervall [—1, 1] und wir kénnen eine Perturbation
gemif dem Perturbationsmodell H durchfithren. Diese Perturbation soll die Menge der er-
laubten Losungen und die optimale Losung nicht verdndern. Um das zu erreichen, erhéhen
wir jede der Schranken in den stochastischen Nebenbedingungen um den Wert 1/(2M), das
entspricht einer Erhohung der Schranken um 1/2 in der nicht skalierten Eingabe I. Weil in [
alle Gewichte ganzzahlig sind, dndert eine solche Verédnderung der Schranken die Menge der
erlaubten Losungen nicht. Wenn wir nun eine Perturbation durchfiihren, bei der jeder sto-
chastische Koeffizient um weniger als 1/(2nmmaxM) verédndert wird, so wird der Wert einer
Losung und jedes Gewicht um weniger als 1/(2M) verdndert. Deswegen &ndert sich durch
eine solche Perturbation weder die Menge der erlaubten Losungen noch die Reihenfolge der
Losungen, die durch die Zielfunktion induziert wird. Eine Perturbation mit dieser Eigenschaft
nennen wir passend.

Wir werden nun ¢ so grof3 wahlen, dass die Perturbation mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 3/4 passend ist. Wir nutzen dabei die Eigenschaft aus, dass die absoluten Erwar-
tungswerte der Zufallsvariablen, die zu den Koeffizienten addiert werden, endlich sind. Die
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3.2. Allgemeinere Perturbationsmodelle

Dichte dieser Zufallsvariablen sei f4, sie entspricht einer Skalierung der Dichte f, die durch
das Perturbationsmodell vorgegeben ist. Es gelte E = [ |s|f(s)ds < co. Man rechnet leicht
nach, dass fiir die skalierte Dichte fy gilt [5 [s|fs(s)ds = E/¢. Sei r eine Zufallsvariable mit
Dichte fy mit ¢ = 812 MymaukEM. Mit der Markoff-Ungleichung erhilt man

1

P > —
r [M 2nMmumax M

=P > 4nkE < —.

| =Prlr) > ankB ] < o
Da die Perturbation aus nk vielen Zufallsvariablen mit der Dichte f4 besteht, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Perturbation nicht passend ist, nicht grofier als 1/4.

Falls die Perturbation passend ist, wird Algorithmus A mit der perturbierten Eingabe aufge-
rufen. Da A eine polynomielle geglittete Laufzeit besitzt, gibt es insbesondere ein Polynom
P(N, ¢), so dass die Wahrscheinlichkeit, dass Algorithmus A auf der Eingabe H(I, ¢) mehr
als P(N,¢) Rechenschritt benotigt, hochstens 1/4 betrdgt. Wir lassen Algorithmus A nun
P(N, ¢) viele Schritte laufen. Ist er danach nicht beendet, so brechen wir ihn ab und geben
kein Ergebnis zuriick. Ansonsten geben wir die Losung zuriick, die Algorithmus A berechnet
hat. Da die Perturbation die optimale Losung nicht verdndert hat und Algorithmus A sich
nie irrt, ist das auch die optimale Losung der Probleminstanz I.

Es bezeichne Q, das Ereignis, dass die Perturbation passend ist. Da fiir zwei beliebige Ereig-
nisse A und B gilt Pr[A A B] > Pr [A] +Pr[B] — 1, kénnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Optimum zuriickgegeben wird, abschéitzen durch

Pr{QA (Ta(H(1,¢)) < P(N,¢))] = Pr[Q] — Pr[Ta(H(I,$)) > P(N,¢)] >

DO =

Die Wahrscheinlichkeit, keine Losung zuriickzugeben, ist also hochstens 1/2. Die Laufzeit
dieses Verfahrens ist wegen ¢ = O(n?mpqkM) pseudopolynomiell, wenn 172y, polynomiell
in n beschriankt ist. O

3.2 Allgemeinere Perturbationsmodelle

3.2.1 Unterschiedlich perturbierte Koeffizienten

Ein Perturbationsmodell fiir ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem besteht, so wie
wir es in Kapitel 1 definiert haben, aus einer Auswahl von stochastischen Komponenten und
einer Wahrscheinlichkeitsdichte f : R — R>¢ mit sup,cg f(s) = 1 und einem endlichem abso-
luten Erwartungswert £ = [, [s|f(s) ds < co. Eine ¢-Perturbation erfolgt dann dadurch, dass
zu jedem Koeffizienten in den stochastischen Komponenten unabhéngig eine Zufallsvariable
addiert wird, deren Dichte fy4 durch eine Skalierung aus f hervorgeht. Es seien £ viele Kompo-
nenten als stochastisch ausgewéhlt und es gebe n ganzzahlige Variablen, dann bezeichne r; ;
fiir j € [k] und ¢ € [n] die Zufallsvariable, die zum i-ten Koeffizienten der j-ten stochastischen
Komponente addiert wird.

Bei der Analyse der Gaps in Kapitel 2 wird an keiner Stelle ausgenutzt, dass die Verteilungen
der r;; identisch sind. Beim Beweis von Theorem 1.3.7 geht diese Eigenschaft jedoch an einer
Stelle ein, es wird nédmlich vorausgesetzt, dass der absolute Erwartungswert der r;; durch
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eine von n unabhéingige Konstante E nach oben beschrinkt ist. Diese Konstante E geht
polynomiell in die Laufzeit der konstruierten Algorithmen ein.

Unsere Analyse erlaubt es, Theorem 1.3.7 auf eine allgemeinere Klasse von Perturbations-
modellen zu erweitern, némlich solche, bei denen die Verteilungen der r;; verschieden sein
diirfen, die absoluten Erwartungswerte jedoch durch eine Konstante nach oben beschrankt
sind.

Wir stellen diese erweiterte Klasse von Perturbationsmodellen nun formal dar. Fiir F > 0 sei
dazu F(FE) die Menge aller Dichten f : R — R>¢ mit sup,cg f(s) = 1 und einem absoluten
Erwartungswert, der nicht grofler als E ist. Ein Perturbationsmodell H ist beschrieben durch
eine Auswahl von k& > 1 vielen Komponenten, die stochastisch sein sollen, eine Konstante
E > 0 und fiir jede stochastische Komponente eine Folge von Dichten aus F(FE). Fiir j € [k]
sei die Folge fU) : N — F (E) gegeben. Die Dichte der Zufallsvariablen r;;, die bei einer ¢-
Perturbation zu dem i-ten Koeffizienten der j-ten stochastischen Komponente addiert wird,

sei (fi(j))¢, wobei fiir alle s € R gelte (fi(j))¢(s) = gbfi(j)(qbs).

3.2.2 Nullerhaltende Perturbationen

Ein Kritikpunkt an der geglétteten Analyse des Simplex-Algorithmus, der bereits in der Ar-
beit [9] von Spielman und Teng diskutiert wird, ist, dass durch die Perturbationen Koeffizi-
enten, die durch den Gegner auf Null gesetzt werden, verdndert werden. Dadurch kann bei
vielen Problemen die Problemstruktur zerstort werden. Die gleiche Kritik ldsst sich an un-
serer Analyse ganzzahliger linearer Optimierungsprobleme {iben, wir werden jedoch zeigen,
dass sich unsere Analyse auch dann noch anwenden lésst, wenn jeder Koeffizient in einer
stochastischen Komponente entweder fest auf Null gesetzt wird oder durch eine Perturbation
entsteht. Der Gegner im semi-zufilligen Eingabemodell wird also dadurch gestérkt, dass er
Nullen vorgeben kann, die nicht perturbiert werden.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass es genau eine stochastische Nebenbedingung gibt und
zeigen, dass Theorem 2.3.17 auch dann noch gilt, wenn der Gegner in dieser Nebenbedingung
Koeffizienten fest auf Null setzen darf. Der Gegner setze n — [ < n viele Koeffizienten fest
auf Null, wir kénnen o. B.d. A. davon ausgehen, dass dies die Koeffizienten w41, ..., w, sind.
Es gilt also w = (wy,...,w;,0,...,0). Wir bezeichnen zwei Losungen z,y € D" als dquiva-
lent, wenn sie in den ersten ! Komponenten iibereinstimmen, in diesem Falle stimmt auch
das Gewicht von x und y stets iiberein. Durch diese Relation wird die Menge der erlaub-
ten Losungen S C D" in Aquivalenzklassen partitioniert. Weil die Gewichte aller Lésungen
aus derselben Aquivalenzklasse stets iibereinstimmen, sind entweder alle Lésungen aus einer
Klasse giiltig oder gar keine Losung aus der Klasse. Deswegen konnen nur solche Losungen
pareto-optimal sein, die in ihrer Aquivalenzklasse den hichsten Rang haben. Diese Losungen
withlen wir als Reprisentanten fiir die Aquivalenzklassen und entfernen alle anderen Lésun-
gen aus S. Weiterhin entfernen wir die letzen n — [ Variablen und erhalten somit ein neues
Optimierungsproblem II’ mit einer Menge von erlaubten Losungen S’ C D! Das Gewicht
einer Losung 2’ € 8’ stimmt mit dem Gewicht der ihr entsprechenden Losung x € S iiberein.

Die Reihenfolge der Losungen in 8’, die durch die Zielfunktion von II’ vorgegeben wird, ent-
spreche der Reihenfolge, die durch die Zielfunktion von II induziert wird. Dann ist eine Losung
im Problem II genau dann der Gewinner, wenn die zu ihr gehorige Losung o’ der Gewinner

20
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in IT" ist. Das gleiche gilt fiir den minimalen Verlierer. Aus diesem Grunde stimmen auch das
Verlierer- bzw. das Giiltigkeits-Gap von IT und II’ iiberein. Es lisst sich Korollar 2.3.18 auf
II" anwenden und aus den oben genannten Griinden iibertragen sich die Aussagen iiber das
Verlier- und das Giiltigkeits-Gap auf II.

Wir betrachten nun den Fall, dass es k > 1 viele stochastische Nebenbedingungen gibt. Da
der Beweis von Theorem 2.4.3 nur auf Korollar 2.3.18 beruht, iibertrégt sich somit auch dieses
Theorem auf den Fall, dass der Gegner in jeder Nebenbedingung Koeffizienten auf Null setzen
darf, die nicht perturbiert werden.

Wir wollen nun noch zeigen, dass sich unsere Analyse auch dann noch anwenden 1&sst, wenn
die Zielfunktion stochastisch ist und der Gegner einige ihrer Koeffizienten fest auf Null setzen
darf. Auch in diesem Falle gehen wir davon aus, dass der Gegner die Koeffizienten ¢;11,..., ¢y
fest auf Null gesetzt hat, und teilen die Menge der erlaubten Losungen S geméfl der oben be-
schriebenen Relation in Aquivalenzklassen ein. Alle Losungen aus derselben Aquivalenzklasse
haben dann den gleichen Zielfunktionswert. Zunéchst betrachten wir wieder das reduzierte
Problem II" und wenden darauf Theorem 2.2.2 an. In diesem Falle kénnen die Représentan-
ten der Aquivalenzklassen, die in II’ iibernommen werden, beliebig gewihlt werden, weil alle
Losungen aus einer Aquivalenzklasse gleich gut sind.

Das Gewinner-Gap des Problems II’ beschreibt bezogen auf das urspriingliche Problem II,
wie groB die Differenz der Werte der besten und zweitbesten Aquivalenzklasse ist. In der
Aquivalenzklasse, die die besten Losungen enthélt, kénnen sehr viele Losungen liegen, das
heifit, das eigentliche Gewinner-Gap des Problems II, also der Abstand der besten zur zweit-
besten Losung, ist im Allgemeinen Null. Wir kénnen jedoch den Zertifizierer fiir stochastische
Zielfunktionen so anpassen, dass er trotzdem noch wie gewiinscht funktioniert. Statt bei
Algorithmus 1 zu iiberpriifen, ob die Losungen beziiglich der Koeffizienten |c|p und ¢ iiber-
einstimmen, muss lediglich gepriift werden, ob sie in der gleichen Aquivalenzklasse liegen.
Nur falls das nicht der Fall ist, kann die Losung 2’ nicht zertifiziert werden. Ferner diirfen bei
Algorithmus 1 nur die ersten [ Schleifendurchldufe durchgefiihrt werden, weil die letzten n —1
Koeffizienten fest auf Null gesetzt wurden. Fiir den so modifizierten Zertifizierer ist also das
Gewinner-Gap des Problems I’ entscheidend und nicht das von II.

3.3 Ganzzahlige Packungs- und Uberdeckungsprobleme

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe von Theorem 1.3.7 die gegldttete Komplexitéit von
ganzzahligen Packungs- und Uberdeckungsproblemen bestimmen. Es handelt sich dabei um
zwei wichtige Klassen von ganzzahligen Optimierungsproblemen.

Definition 3.3.1 (Packungs- und U’berdeckungsproblem). FEin ganzzahliges Programm
mit den Variablen x = (x1,...,z,)7 € Ng heifit Packungsprogramm, falls die lineare
Zielfunktion c - x mit ¢ € RY, mazimiert werden soll und die Menge der erlaubten Ldsungen
durch lineare Nebenbedingu_ngen der Form Ax < t beschrieben ist, wobei A € R’;ﬁ" und
t e R’;O gilt. Es heift Uberdeckungsprogramm, falls die lineare Zielfunktion minimiert

werden soll und die Nebenbedingungen die Form Ax >t fir A € R’;ﬁ" und t € ]Rgo haben.

FEin ganzzahliges Optimierungsproblem 11 heifst ganzzahliges Packungsproblem, falls jede
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Probleminstanz von 11 ein Packungsprogramm ist. II heifit ganzzahliges Uberdeckungs-
problem, falls jede Probleminstanz von Il ein Uberdeckungsprogramm ist.

Ganzzahlige Packungs- und Uberdeckungsprobleme mit einer konstanten Anzahl von Neben-
bedingungen kénnen mit Hilfe von dynamischer Programmierung in pseudopolynomieller Zeit
gelost werden. Die Anzahl der Nebenbedingungen geht jedoch exponentiell in die Laufzeit die-
ser Algorithmen ein.

Um die geglittete Komplexitit von ganzzahligen Packungs- und Uberdeckungsproblemen zu
bestimmen, miissen wir zunéchst eine Klasse von Perturbationsmodellen festlegen, beziiglich
derer die gegliattete Komplexitéit bestimmt werden soll. Wir wéhlen die Klasse, die auch
der Analyse von Theorem 1.3.7 zu Grunde liegt oder eine der Erweiterungen, die im letz-
ten Abschnitt vorgestellt wurden. Fiir unsere Analyse geniigt es bei Packungsproblemen zu
verlangen, dass mindestens eine Nebenbedingung stochastisch ist, bei Uberdeckungsproble-
men miissen jedoch fiir die Analyse alle Nebenbedingungen stochastisch sein. Ferner muss
das Perturbationsmodell so gew#hlt werden, dass nach dem Perturbieren immer noch alle
Koeffizienten nicht negativ sind, damit durch das Perturbieren die Klasse der Packungs- bzw.
Uberdeckungsprobleme nicht verlassen wird.

Um unsere Analyse der gegliatteten Komplexitdt anwenden zu kénnen, miissen wir zunéchst
die stochastischen Nebenbedingungen und die Zielfunktion, sofern auch sie stochastisch ist,
des betrachteten Problems so skalieren, dass die grofite vorkommende Zahl in jeder stochas-
tischen Komponente 1 ist. Wir kénnen Theorem 1.3.7 an dieser Stelle nicht direkt anwenden,
weil die Voraussetzung, dass die Grofle des Wertebereiches der ganzzahligen Variablen poly-
nomiell in der Anzahl der Variablen n beschrinkt ist, nicht erfiillt ist, denn es gilt D = Ny.
Wir werden jedoch zeigen, dass sich der Wertebereich der ganzzahligen Variablen mit grofler
Wabhrscheinlichkeit polynomiell in n beschréanken léasst.

Lemma 3.3.2. Es sei Il ein ganzzahliges Packungsproblem und I eine Probleminstanz mit n
ganzzahligen Variablen. Ferner seie € (0, 1] beliebig und H(I, ¢) bezeichne die Zufallsvariable,
die eine ¢-Perturbation von I beschreibt. Die Wahrscheinlichkeit, dass es in der optimalen
Lésung von H(I, ¢) eine Variable gibt, die einen Wert annimmt, der grofier als =1 ist, betrigt
hdchstens eng.

Beweis. Mindestens eine Nebenbedingung in II ist von stochastischer Natur, diese hat die
Form wyz; + ... + wyz, < t. Da die Nebenbedingung so skaliert wurde, dass die grofite
vorkommende Zahl 1 ist, konnen wir o.B.d. A. davon ausgehen, dass ¢ = 1 gilt und jeder
Koeffizient w; im Intervall [0,1] liegt, denn gibe es einen Koeffizienten w; > t, so wére
zwangsldufig x; = 0 in jeder erlaubten Losung und wir kénnten die i-te Variable aus dem
Problem entfernen.

Nach dem Skalieren und Perturbieren hat die Nebenbedingung somit die Form
wizy + ...+ whx, < 1. Da wir die Klasse der Packungsprobleme nicht verlassen mochten,
muss auch nach dem Perturbieren stets w] > 0 gelten. Damit erhélt man

Pr[Jie [n]:w;<e] < ZPr [wj € [0,¢]] < eng.
i=1
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Falls jeder Koeflizient grofler als € ist, ist der Wert jeder ganzzahligen Variable in jeder giiltigen
Losung durch e~ nach oben beschriinkt, weil sonst die Gewichtsschranke iiberschritten wiirde.
Damit folgt das Lemma. O

Lemma 3.3.3. Es sei Il ein ganzzahliges Uberdeckungsproblem mit k vielen Nebenbedingun-
gen und I eine Probleminstanz mit n ganzzahligen Variablen. Ferner sei € € (0,1] beliebig
und H(I, ¢) bezeichne die Zufallsvariable, die eine ¢-Perturbation von I beschreibt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass es in der optimalen Ldsung von H(I,$) eine Variable gibt, die einen Wert
annimmt, der grofer als [e~1] ist, betrigt hichstens enke.

Beweis. Alle Nebenbedingungen in II sind von stochastischer Natur und nach dem Skalieren
liegen alle Zahlen, die in den Nebenbedingungen vorkommen, in dem Intervall [0, 1]. Es be-
zeichne w;; den i-ten Koeffizienten der j-ten Nebenbedingung und ¢; die Schranke der j-ten
Nebenbedingung. In Abhéngigkeit der w;; und der Schranken ¢; wollen wir die Werte der
ganzzahligen Variablen in einer optimalen L&sung beschranken. Wir betrachten die i-te Va-
riable x; und setzen u; = max;c [1/w;;]. Wahlt man x; = u;, so sind wegen t; < 1 alle
Nebenbedingungen erfiillt. Da die Zielfunktion minimiert werden soll, macht es also unter
keinen Umsténden Sinn, x; > wu; zu wihlen.

Das bedeutet, dass der Wertebereich der ganzzahligen Variablen auf die Menge {0, ..., [¢ 1]}
eingeschrénkt ist, falls w;; > ¢ fiir alle j € [k] und i € [n] gilt. Fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass dieses Ereignis nach dem Perturbieren nicht eintritt, erhélt man

Prjeklicn:wy;<e <Y Y Prlw;€[0,e] < enkg.
j€lk] i€[n]

Somit ist das Lemma gezeigt. O

Theorem 3.3.4 (Die geglittete Komplexitit ganzzahliger Packungs- und Uber-
deckungsprobleme). Ganzzahlige Packungsprobleme, bei denen mindestens eine Nebenbe-
dingung stochastisch ist, besitzen eine polynomielle geglittete Komplezitit. Ganzzahlige Uber-
deckungsprobleme besitzen eine polynomielle gegldttete Komplexitdt, falls jede Nebenbedingung
von stochastischer Natur ist.

Beweis. Beim Beweis von Theorem 1.3.7 gehen m und mp.x polynomiell in die Laufzeit
des adaptiven Rundens ein. Wir haben dort angenommen, dass mpyax und damit auch m
polynomiell in n beschriankt sind. Wir haben gezeigt, dass es ein Polynom P gibt, so dass fiir
die Laufzeit Thr des adaptiven Rundens gilt

VN eN:Vp>1:VYee (0,1 : VI €Iy :Pr [TAR(H(I,@) 2P<N,¢,§>] <e.

Weil m < 2mpax gilt, konnen wir P 0.B.d. A. in der Form P(N, ¢,1/e) = m& . p(N, ¢, 1/e)
schreiben, wobei p von D unabhéngig ist. Wir betrachten zunéchst Packungsprobleme mit
einer stochastischen Nebenbedingung und setzen

P <N, ¢§> _ (@) p <N, 2¢>é> .

93
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Das Ereignis, dass alle Koeffizienten der stochastischen Nebenbedingung grofler als « sind,
bezeichnen wir im Folgenden mit K(«a). Es gilt

Pr [TAR(H(I’ ¢)) = P’ (N’ ¢ é)]

< Pr [ﬂ/c (ﬁ)] +Pr [TAR(H(I,gb)) > P/ (N, &, %) ‘ K (ﬁ)] (3.2)

Analog zu Lemma 3.3.2 rechnet man nach, dass die erste dieser Wahrscheinlichkeiten durch
£/2 nach oben beschriankt ist. Wir betrachten nun die bedingte Wahrscheinlichkeit. Unter
der Bedingung K (¢/(2n¢)) kénnen wir nach Lemma 3.3.2 den Wertebereich der ganzzahligen
Variablen auf die Menge D = {0,...,[2n¢/e]|} beschrinken, ohne dabei die optimale Losung
zu verindern. Die Verteilungen der Koeffizienten w; werden durch diese Bedingung jedoch
nur geringfiigig gedndert. Es sei f; eine Dichte, durch die die Verteilung des Koeffizienten
w; beschrieben ist, und f; eine Dichte, durch die die Verteilung von w; unter der Bedingung
K (¢/(2n¢)) beschrieben ist. Dann gilt

B 0 falls = € [0,¢/(2ng)]
fi(z) = fi(z) sonst
1-Pr[w;€[0,e/(2ne)]]

0 falls z €[0,e/(2n¢)]
<
- 2fi(z) sonst

Unter der Bedingung K (¢/(2n¢)) erhéhen wir die maximale Dichte ¢ und den absoluten Er-
wartungswert also um hochstens den Faktor 2. Wir kénnen somit auf Theorem 1.3.7 zuriick-
greifen, um die bedingte Wahrscheinlichkeit in (3.2) durch /2 abzuschétzen. Damit haben
wir insgesamt gezeigt, dass fiir das Polynom P’ gilt

VN eN:Vo>1:Vee (0,1 :VI € Iy : Pr |Tar(H(I,¢)) > P' <N¢é>] <e.

Somit besitzen Packungsprobleme mit mindestens einer stochastischen Nebenbedingung ei-
ne polynomielle geglittete Komplexitéit. Die Aussage iiber die Uberdeckungsprobleme kann
analog gezeigt werden. O
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KAPITEL 4

Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit die geglattete Komplexitit von ganzzahligen Optimierungsproble-
men untersucht. Die Resultate geben einen Hinweis darauf, welche Probleme der betrachteten
Klasse in der Praxis effizient gelost werden kénnen. Es gibt jedoch einige Kritikpunkte, die
man an unserer Analyse anbringen kann, und viele offene Fragen im Themenbereich dieser
Diplomarbeit.

e Ein Kritikpunkt an unserer Analyse betrifft das Perturbationsmodell. Die Idee der
geglidtteten Komplexitét ist es, dass die Verdnderungen, die durch eine Perturbation
erfolgen, klein sind. Das ist bei unserem Modell nur teilweise erfiillt, denn eine sto-
chastische Komponente wird zunéchst so skaliert, dass die grofite vorkommende Zahl
1 ist, und anschlieflend wird zu jedem Koeffizienten eine Zufallsvariable addiert, de-
ren absoluter Erwartungswert E/¢ ist. Da ¢ polynomiell in die Laufzeit des adaptiven
Rundens eingeht, sind fiir praktische Anwendungen nur solche Werte von ¢ interessant,
die polynomiell in der Eingabegrofie beschrinkt sind. Betrachten wir den Fall £ = 1
und ¢ = nF. Ist in diesem Falle die grofite vorkommende Zahl vor dem Skalieren 2%, so
bedeutet eine Anderung eines Koeffizienten um 7 in der skalierten Komponente bezogen
auf das urspriingliche Problem eine Anderung um r2". Liegt r in der GroBenordnung
1/n*, so ist das eine Anderung, die fiir groie n zwar klein ist in Relation zu dem unper-
turbierten Wert 2™, die aber extrem grof ist bezogen auf Zahlen, die vor dem Skalieren
bereits klein waren. Es wire interessant, relative Perturbationen zu untersuchen, also
solche, bei denen die Anderung jedes Koeffizienten klein bezogen auf seine Grofe ist.
Unser Perturbationsmodell sorgt ndmlich dafiir, dass nach dem Perturbieren alle Zahlen
in etwa in der gleichen Grofenordnung liegen.

e Weiterhin wiire es interessant die Zufallsvariablen Gewinner- , Verlierer- und Giiltigkeits-
Gap weiter zu untersuchen und die unteren Schranken fiir die Grofe, die wir in den
Theoremen 2.2.2 und 2.4.3 erhalten haben, durch passende obere Schranken zu ergénzen.

e Beier und Vocking haben das bindre Rucksackproblem untersucht und eine Schranke
fiir die erwartete Anzahl von pareto-optimalen Rucksackfiillungen gezeigt, falls entwe-
der die Gewichte oder die Profite der Objekte unabhingig zufillig gewihlt werden [1].
Sie haben gezeigt, dass es im Erwartungswert nur polynomiell viele pareto-optimale
Rucksackfiillungen gibt. Daraus ergibt sich sofort, dass das Rucksackproblem in diesem
Falle mit dem Nemhauser/Ullman Algorithmus im Erwartungswert in polynomieller Zeit
gelost werden kann. Es wire interessant, zu untersuchen, ob sich die Anzahl der pareto-
optimalen Rucksackfiillungen auch dann noch beschrinken ldsst, wenn jedes Objekt
auch mehrfach eingepackt werden darf, wenn also der Wertebereich der ganzzahligen
Variablen von {0,1} auf {0,...,m — 1} erweitert wird.
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Kapitel 4. Ausblick

e Das adaptive Runden ist wegen seiner Laufzeit nicht besonders praktikabel. Bei pseu-
dopolynomiellen Algorithmen fiir ganzzahlige Optimierungsprobleme geht in der Regel
die Anzahl der Nebenbedingungen exponentiell in die Laufzeit ein, weil diese Algorith-
men in der Regel auf dynamischer Programmierung beruhen. In der Praxis beobachtet
man jedoch, dass auch solche Instanzen von Packungsproblemen effizient gelést werden
konnen, die sehr viele Nebenbedingungen enthalten. Solche Probleme treten in vielen
konkreten Anwendungen auf, beispielsweise bei der Konstruktion optimierender Com-
piler [10]. Die vorherrschenden Algorithmen, die dazu benutzt werden, sind Branch and
Bound-Algorithmen. Eine Erklarung, warum diese Algorithmen in praktischen Anwen-
dungen so effizient sind, wére wiinschenswert.
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ANHANG A

Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie

In vielen Bereichen der Informatik spielen randomisierte Algorithmen und zuféllige Prozesse
eine immer groflere Rolle, deswegen sind Vorlesungen, in denen Grundlagen der Stochastik
vermittelt werden, mittlerweile fester Bestandteil eines Informatikstudiums. In diesen Vorle-
sungen werden aber in der Regel nur diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume ausfiihrlich betrach-
tet, weil diskrete Modelle in der Informatik eine gréfiere Bedeutung haben als kontinuierliche.
Bei der Analyse ganzzahliger linearer Optimierungsprobleme begegnen wir jedoch oft konti-
nuierlichen Wahrscheinlichkeitsrdumen, da die stochastischen Koeflizienten der Zielfunktion
und der Nebenbedingungen reelle Zufallsvariablen sind. Deswegen werden in diesem Anhang
die fiir diese Arbeit wesentlichen Begriffe iiber nicht diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie ex-
plizit dargestellt. Dabei wird auf Beweise verzichtet und einige Sétze werden nicht in voller
Allgemeinheit formuliert, sondern nur so allgemein wie es fiir diese Arbeit notwendig ist.

Dieser Anhang basiert im Wesentlichen auf den Biichern iiber Wahrscheinlichkeitstheorie von
Patrick Billingsley [3], William Feller [5] und Ulrich Krengel [6]. Ausfiihrliche Details und
Beweise der hier dargestellten Lemmata und Sétze konnen in diesen Biichern nachgelesen
werden.

A.1 Wahrscheinlichkeitsridume

Um ein mathematisches Modell eines Zufallsexperimentes zu entwickeln, ist es grundlegend,
festzulegen, welches die moglichen Ergebnisse des Experimentes sind. Die Menge dieser Er-
gebnisse bezeichnet man {iblicherweise mit 2. Im allgemeinen Fall stellt man keine Forderung
an (2, insbesondere ist nicht die Abzahlbarkeit von 2 verlangt. Die Elemente aus €2 heiflen
Elementarereignisse.

Im diskreten Fall ist es iiblich, jeder Teilmenge von €2 eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen,
wir werden jedoch im Folgenden sehen, dass das im Allgemeinen nur eingeschrinkt moglich
ist. Deswegen betrachten wir auch Wahrscheinlichkeitsmafle, die nur auf einer Teilmenge
A C P(Q) definiert sind. Die Teilmenge A darf jedoch nicht beliebig sein, sondern muss
gewisse Eigenschaften erfiillen, damit wir weiterhin auf den Elementen von A abzahlbare
Mengenoperationen durchfithren kénnen, ohne A dabei zu verlassen. Diese Eigenschaften
sind im Begriff der o-Algebra zusammengefasst.
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Anhang A. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition A.1.1. Es sei Q # 0 beliebig. Fine Menge A C P(Q) heifit o-Algebra, wenn
gilt:

Qe A, (A1)

Ac A= -A:=0\Ac A, (A.2)

Ay, Ay As,.. e A= JAi e A (A.3)
=1

Aus den drei Eigenschaften einer o-Algebra ergeben sich weitere Eigenschaften, insbesondere
der Abschluss gegen abzéhlbar viele Durchschnittsbildungen.

Auf einer o-Algebra A kénnen Wahrscheinlichkeitsmaf$e definiert werden, das sind Funktio-
nen, die den Ereignissen aus A Wahrscheinlichkeiten zuordnen.

Definition A.1.2. Ein messbarer Raum ist ein Paar (2, A) bestehend aus einer nicht
leeren Menge Q2 und einer o-Algebra A C P(Q2). Ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P ist eine
Funktion P : A — [0,1] mit P(Q) = 1, die o-additiv ist, das heifit, fir disjunkte Ay, As, ... €

A muss gelten
P <U Ai> = ZP(AZ-).
i=1 i=1

(Q, A, P) heifit dann Wahrscheinlichkeitsraum und P auch Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Teilmengen A C Q, die zu A gehdren, heiffen Ereignisse.

Von besonderem Interesse im Kontext dieser Arbeit ist der Fall Q = R. Offenbar ist P(R)
eine o-Algebra und kann mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl P gemé&fl Definition A.1.2 ver-
sehen werden. Der folgende Satz zeigt jedoch, dass ein solches Wahrscheinlichkeitsmafl einer
grundlegenden Einschrinkung unterliegt.

Theorem A.1.3. Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit der Kontinuumshypothese, die
ebenso wie ihre Negation mit den Axiomen der Mengenlehre vereinbar ist, gibt es keine auf
ganz P(R) definierte o-additive Funktion P mit P(R) = 1, die jeder aus einem einzigen Punkt
bestehenden Menge {w} den Wert P({w}) = 0 zuordnet. Unter dieser Voraussetzung gibt es
also auf P(R) nur diskrete WahrscheinlichkeitsmajSe.

Die Kontinuumshypothese sagt aus, dass es keine iiberabz&hlbare Teilmenge der reellen Zah-
len gibt, die eine kleinere Miéchtigkeit als R hat. Sie kann ebenso wie ihre Negation der
Mengenlehre als Axiom hinzugefiigt werden, ohne dadurch einen Widerspruch zu erzeugen.

Da es aber gerade die nicht diskreten Wahrscheinlichkeitsmafle sind, die uns interessieren, und
da auch nur solche durch Dichten beschrieben werden kénnen, diirfen wir keine Wahrschein-
lichkeitsmafle auf P(R) betrachten, sondern nur solche auf geeigneten Teilmengen A C P(R).
Eine typische Wahl ist die borelsche o-Algebra B(R); das ist die o-Algebra iiber R, die von den
halboffenen Intervallen (a,b] mit a,b € R erzeugt wird. B(R) ist also die kleinste o-Algebra,
die jedes dieser Intervalle enthélt. Die Mengen aus B(R) heifit auch borelsche Mengen oder
Borel-Mengen. Es ist jedes abgeschlossene Intervall borelsch, jede abzdhlbare Vereinigung of-
fener und abgeschlossener Intervalle und jede geometrisch vorstellbare Teilmenge von R. Es
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A.2. Verteilungen und Dichten

konnen nicht borelsche Mengen konstruiert werden, diese spielen jedoch fiir unsere Betrach-
tungen keine Rolle. In analoger Weise definiert man auch auf R™ eine borelsche o-Algebra
B(R™) als die durch die halboffenen Intervalle (a1,b1] X ... X (ay, b,] erzeugte o-Algebra. Auch
die Mengen aus B(R™) werden wir im Folgenden als borelsch bezeichnen.

Zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist das folgende Lemma niitzlich.

Lemma A.1.4. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist By C By C ... eine wach-
sende Folge von Ereignissen und B deren Vereinigung, so gilt

P(B) = lim P(B)). (A4)

1— 00

Ist C1 D Cy D ... eine fallende Folge von Ereignissen und C' deren Durchschnitt, so gilt

P(C) = lim P(C}). (A.5)

1—00

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit einer
endlichen Vereinigung von Ereignissen treffen.

Lemma A.1.5. Es sei (Q, A, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und Aq,..., A, € A
seien beliebige Ereignisse. Fir k € [n] sei

Se= Y. P(A,N..N4;).
11 <...<U
11€[n],...,ix€[n]

Es gilt dann
P(A1U...UA,) =) (1S,

Fiir jedes gerade k € [n] gilt
k .
P(A1U...UA,) =) (-1)7 1S,

und fir jedes ungerade k € [n] gilt

=

P(A1U...UA,) <) (-1)7S,

i=1

Diese beiden Ungleichungen sind auch als die Ungleichungen von Boole und Bonferroni
bekannt.

A.2 Verteilungen und Dichten

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (R, B(IR)) ist eindeutig beschrieben, wenn die Wahrschein-
lichkeiten der Erzeuger, also der Intervalle (a,b] festgelegt sind. Dies kann im reellen Fall
durch eine Verteilungsfunktion geschehen.
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Definition A.2.1. Eine Funktion F : R — [0,1] heifit Verteilungsfunktion, wenn sie
rechtsstetig und monoton wachsend ist und wenn F(x) — 0 fir x — —oo und F(z) — 1 fir
x — 00 gilt.

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf B(R) und setzt man F(z) = P((—o0,z]), so ist F
eine Verteilungsfunktion. Umgekehrt kann man von einer beliebigen Verteilungsfunktion F
ausgehen und erhélt ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, indem man P((a,b]) = F(b) — F(a) fir
jedes Intervall (a, b] setzt. Da die borelsche o-Algebra von den halbhoffenen Intervallen erzeugt
wird, ist P dadurch vollstandig festgelegt.

Definition A.2.2. Eine nicht negative Lebesgue-integrierbare Funktion f:R — R>q mit

/ flz)dx = 1.
heifit Dichte.

Jede Dichte f: R — R>q beschreibt eine Verteilungsfunktion F': R — [0, 1] durch
F(x) = / f(t)dt. (A.6)

Ist F' eine beliebige stetige Verteilungsfunktion auf R und bilden die Stellen C' C R, an denen
F nicht differenzierbar ist, eine Nullmenge, so wird durch

f(z) = %F(w) fir x € R\C

eine Dichte f definiert, die F' beschreibt; diese kann auf C' beliebig fortgesetzt werden. Die
zu F gehorende Dichte ist auch an den Stellen aus R\C' nicht eindeutig bestimmt, denn sie
kann auf einer beliebigen Nullmenge umdefiniert werden, ohne dabei den Wert des Integrals
in Formel (A.6) zu verédndern.

A.3 Eindimensionale Zufallsvariablen

Oftmals sind wir nicht an dem Ergebnis des Zufallsexperimentes interessiert, sondern nur
an einer charakteristischen Kenngrofle. Werfen wir beispielsweise zwei Wiirfel, so ist unter
Umsténden nur die Summe der Augenzahlen entscheidend. Deswegen betrachten wir Ab-
bildungen, die aus € nur die gewiinschten Informationen extrahieren. Solche Abbildungen
konnen durch Zufallsvariablen realisiert werden, wobei fiir diese Arbeit nur reelle Zufallsva-
riablen relevant sind.

Definition A.3.1. Es sei (2,.A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung X : Q@ — R heifit
reelle Zufallsvariable, falls fiir jede borelsche Menge A C R gilt X ~1(A) € A.

Die Bedingung, die an reelle Zufallsvariablen gestellt wird, lésst sich dadurch erkléiren, dass wir
ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P, das auf (£2,.A) definiert ist, auf den Raum (R, B(R)) iibert-
ragen mochten. Dafiir ist es notwendig, dass die Urbilder der borelschen Mengen in A lie-
gen, denn dann kann ein Wahrscheinlichkeitsmafi Px auf R dadurch definiert werden, dass
Px(A) = P(X1(A)) fiir jede Borel-Menge A gesetzt wird.
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Die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariable X kann durch ihre Verteilungsfunktion
Fx : R — [0,1] mit Fx(z) := Px((—o0,z|) eindeutig beschrieben werden. Wenn das zu
Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsmafl Px aus dem Kontext hervorgeht, so werden wir
statt Px ((—oo,z]) auch Pr[X < z] schreiben und fiir borelsche Mengen A C R statt Px(A)
auch Pr[X € A]. Kann die Verteilungsfunktion Fx der Zufallsvariablen X durch eine Dichte
fx beschrieben werden, so heifit X auch stetige Zufallsvariable.

Es wird nun der Begriff der Unabhingigkeit zweier Zufallsvariablen definiert. Anschaulich sind
zwei Zufallsvariablen X und Y unabhéingig, wenn die Kenntnis von X keine Riickschliisse
irgendeiner Art auf Y zuldsst und umgekehrt.

Definition A.3.2. Zwei reelle Zufallsvariablen X : Q@ — R und Y : @ — R heiflen un-
abhdngig, falls fiir alle Wahlen von Ay, Ay € B(R) gilt

P(X HA1)NY 1(A2)) = Px(A;) - Py (Ay).
In der oben eingefiihrten Notation lisst sich diese Bedingung auch schreiben als

PI'[XGAl/\YGAQ]:PI'[XEAl]-PI'[YEAQ].

Oftmals spielen auch Transformationen von Zufallsvariablen eine Rolle. Sind X und Y Zu-
fallsvariablen, die beide durch Dichten beschrieben sind, so ist die Frage nach einer Dichte von
X +Y und von anderen skalierten und verschobenen Varianten von Interesse. Die wesentlichen
Spezialfille sind in folgendem Lemma festgehalten.

Lemma A.3.3. Es seien X1 und Xo unabhdngige reelle Zufallsvariablen und a,c € R beliebige
Konstanten mit ¢ # 0. Die Dichte von Xy sei f1, die von Xo sei fo.

1. Die Funktion g1 : R — Rxq mit gi(z) = fi(x — a) fir alle x € R ist eine Dichte der
Zufallsvariablen Y1 = X1 + a.

2. Fine Dichte go der Zufallsvariablen Yo = cX1 erhdlt man, indem man

1 T
o) = 0 (2)
fir alle x € R setzt.
3. Eine Dichte g3 der Zufallsvariablen Ys = X1 4+ Xo erhdlt man durch die Faltung von fi
und fo, man setzt also fir jedes x € R

g93(x) = /_OO fi(x —t) f2(t) dt.

Ein weiterer wesentlicher Begriff ist der Frwartungswert einer Zufallsvariablen.

Definition A.3.4. Sei X cine reelle Zufallsvariable mit Dichte f. Falls [*_|x|f(z)dx exi-
stiert und endlich ist, so heifst

B(X) = /Oo of(z) dz

—00

der Erwartungswert von X und

BX) = [ lalfte) da

der absolute Erwartungswert von X.
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An vielen Stellen wird sich die folgende Abschéitzung als niitzlich erweisen.

Lemma A.3.5 (Markoff-Ungleichung). Es sei X eine reelle Zufallsvariable, fiir die stets
X >0 gilt, und k > 0 beliebig. Dann gilt

Pr[X > kE[X]] <

x| =

A.4 Zweidimensionale Zufallsvariablen

Das Konzept reeller Zufallsvariablen kann kanonisch auf mehr als eine Dimension verallgemei-
nert werden. Sei dazu (€2,.4) ein beliebiger messbarer Raum. Eine Abbildungen Z : § — R"
heifit n-dimensionale reelle Zufallsvariable, falls fiir jede borelsche Menge A € B(R") gilt
Z71(A) € A.

Sind X : ©Q - Rund YV : Q@ — R reelle Zufallsvariablen, so ist Z : Q@ — R? mit
Z(x) = (X(x),Y(x)) fir alle x € Q eine zweidimensionale reelle Zufallsvariable. Ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf§ P auf dem Raum (£2,.4) wird im zweidimensionalen Fall durch Z auf den
Raum (R? B(R?)) iibertragen. Es ergibt sich das MaB Py : B(R?) — [0,1] mit
Pz(A) = P(Z71(A)) fiir alle A € B(R?).

Genauso wie im eindimensionalen Fall kann das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, durch eine Vertei-
lungsfunktion F : R? — R mit Fz(z,y) = Pz((—00,z] x (—00,y]) eindeutig beschrieben wer-
den, diese wird auch gemeinsame Verteilung von X und Y genannt. Wenn Pz aus dem Kontext
hervor geht, benutzen wir auch hier wieder die Schreibweise Fz(x,y) = Pr[X <z AY <yl].

Definition A.4.1. FEin besonders wichtiger Spezialfall ist der, dass Fz durch eine Dichte
fz : R? — R>q beschrieben werden kann. fz heifst gemeinsame Dichte von X und Y,
wenn fir alle a,b € R gilt

F(a,b) = /_Oo /_boo F(z,y) dy da.

Durch die gemeinsame Dichte sind zwei reelle Zufallsvariablen vollstédndig beschrieben, ins-
besondere lésst sich daran erkennen, ob sie unabhéngig sind.

Satz A.4.2. Zwei reelle Zufallsvariablen X und Y mit den Dichten fx und fy sind genau
dann unabhingig, wenn die Funktion f:R? — R mit

f(@,y) = fx(@) - fr(y)
eine gemeinsame Dichte der zweidimensionalen reellen Zufallsvariable Z = (X,Y") ist.

Definition und Lemma A.4.3. Sei f : R — Rx>( eine gemeinsame Dichte der reellen
Zufallsvariablen X wund Y. Die Funktionen fx und fy mit fx(x) = ffooo flz,y)dy und
fr(y) = ffooo f(x,y) dz heiffen Randdichten. Mit diesen Randdichten gilt

Pr[Xga]:Pr[Xga/\Y<oo}:/; (/Zf(a:,y)dy)dm:/;fx(m)dx
Pr[Yga]:Pr[X<oo/\Y§a]:/; (/Zf(x,y)da:)dy:/;fy(y)dy.
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Ahnlich wie im eindimensionalen Fall, wo fiir reelle Zufallsvariablen X; und X5 und fiir Kon-
stanten a, ¢ € R die Dichten von X1+ X5, X1+a und cX; bestimmt wurden, interessieren auch
im zweidimensionalen Fall die Dichten von Zufallsvariablen, die durch eine Transformation
aus (X1, X2) hervorgehen, diese kénnen mit Hilfe des folgenden Satzes bestimmt werden.

Satz A.4.4. Es seien X1 und Xs zwei reelle Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte
fx :R?2 = R und es sei ® : R? — R? eine bijektive Transformation mit den Komponenten ®
und ®o. Ferner seien <I>f1 und <I>§1 die stetig differenzierbaren Komponenten von ® ', Fiir
y = (y1,y2) € R? sei d(y) die Determinante der Jacobimatriz von ®~1, also

oe7! oeT!

ayll (?/) ale (y)

9%, 9%,

ay21 (y) ay22 ()

Fiir jedes y € R? gelte d(y) # 0 und die Zufallsvariablen Y1 und Y seien definiert durch

Y] = ®1(X1, X2) und Yo = ®o(X1, X2). Dann ist eine gemeinsame Dichte fy von Y, und Yo
gegeben durch

d(y) = det

fy ) =ld)| - fx(@ ().

A.5 Bedingte Dichten und bedingte Verteilungen

Es gibt viele Situationen, in denen man Zufallsvariablen unter bestimmten Bedingungen be-

trachtet. Bei einem Wiirfel kann man sich beispielsweise die Frage stellen, wie grof3 die Wahr-

scheinlichkeit ist, eine 2 zu wiirfeln, unter der Bedingung, dass eine gerade Zahl gewiirfelt wird.

Es gilt in diesem Falle Q = {1,2,3,4,5,6}, das Ereignis, das uns interessiert, ist A = {2} und

die Bedingung ist B = {2,4,6}. Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit gilt im diskreten Fall
(AN B) P{2}) 1

P
P(A|B) = P(B)  P({2,4,6}) 3 (A1)

Im diskreten Fall ist es nicht sinnvoll, Wahrscheinlichkeiten unter einer Bedingung B mit
P(B) = 0 zu betrachten, weil eine solche Bedingung nie eintritt. Im kontinuierlichen Fall
ist das anders, dort bedeutet P(B) = 0 nicht, dass das Ereignis B nicht eintreten kann,
und deswegen ist es sinnvoll, sich auch solche bedingte Wahrscheinlichkeiten anzuschauen.
Nehmen wir als Beispiel einen Telefonanruf, dessen Dauer sich aus der Zeit, die man in
der Warteschleife verbringt, und der eigentlichen Gespréichsdauer zusammensetzt. In einem
einfachen, nicht besonders realitdtsnahen Modell kénnte die Wartezeit uniform zufillig aus
dem Intervall zwischen 0 und 5 Minuten gew&hlt werden, und die Gespréichszeit unabhéngig
von der Wartezeit uniform zufillig aus dem Intervall zwischen 4 und 6 Minuten. Es macht
nun anschaulich durchaus Sinn, sich nach der erwarteten Dauer des Anrufes zu fragen unter
der Bedingung, dass man genau 3 Minuten in der Warteschleife verbringt, auch wenn dieses
Ereignis die Wahrscheinlichkeit 0 hat. Anschaulich ist klar, dass man als erwartete Anrufdauer
in diesem Falle 8 Minuten erhalten sollte.

Offenbar ldsst sich Formel (A.7) in einem solchen Szenario nicht mehr anwenden, stattdessen
gilt die folgende Verallgemeinerung.
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Anhang A. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition und Satz A.5.1. Es seien X und Y zwei stetige reelle Zufallsvariablen mit der
gemeinsamen Dichte f: R? — R und es sei y € R so gewdhlt, dass

) = [ fpde >0
gilt. Dann heifit die Funktion fx)y—,: R — R mit

_ [y fy)
Jooe f@y)de fy(y)

bedingte Dichte von X unter der Bedingung Y = y. Es handelt sich dabei um eine Dichte
nach Definition A.2.2 und fiir jede Borel-Menge A € R gilt

Ixy=y(7)

Wir wollen nun noch den Satz iiber totale Wahrscheinlichkeit und eine leichte Folgerung
daraus im kontinuierlichen Fall formulieren.

Satz A.5.2. Es seien X und Y zwei stetige reelle Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Dichte f. Ferner sei A C R eine Borel-Menge und fy bezeichne die Randdichte von Y. Dann
gilt
oo
Pr(X e Al = / Pr (X € AlY =vy] fy(y) dy.

—00
Korollar A.5.3. Es seien X und Y zwei stetige reelle Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Dichte f. Ferner seien A C R und B C R Borel-Mengen mit Pr[Y € B] > 0. Dann gilt

[ Pr[X € AlY =y] fy(y) dy
Pr[Y € B :

Pr(X € AlY € B] =
wobei fy die Randdichte von'Y bezeichne.

Wir werden den Satz {iber totale Wahrscheinlichkeit nun noch weiter verallgemeinern.

Satz A.5.4. Es seien X und Y eindimensionale reelle Zufallsvariablen und es sei Z eine
n-dimensionale reelle Zufallsvariable, so dass Y und Z wunabhdngig sind. Es existiere eine
gemeinsame Dichte f : R"2? — R von X,Y und Z und es bezeichnen fy und fz die Rand-

dichten von'Y bzw. Z. Dann gilt fiir jede Borel-Menge A € B(R) und fiir jedes y € R mit
fr(y) >0
Pr(X € AlY =y] :/ PrX e AY =yANZ =2 fz(2)dz,
]Rn

wobei wir Pr[X € AlY =y A Z = z] =0 fiir solche z € R mit fz(z) =0 definieren.
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ANHANG B

Erganzung zum Beweis von
Lemma 2.3.10

An dieser Stelle mochten wir den Beweis der Abschéitzung

/ 1db < 4dmppaxs
M (p)

nachholen.
Dazu betrachten wir noch einmal die Menge M; "™ (p), es ist
MEmam gy — L e R(0 < fymami(b) €
tJ i.j = 2n2m2MpmaxSp

N

{beR(fA;?m(b) > 0}.

1. Fall: m3 =0 und my # 0
In diesem Fall gilt f msms = fpn,,. Damit ergibt sich
¥
M7 (p) € {b € R|frnguw; (b) >0}
1 b
= {beR‘—-fj (—) >0}
|14 my
C {bER‘—sgigs}

my
= [=slmal, s|ma].

Also gilt in diesem Fall

/ 1db < 2s|my| < 2mpaxs,
M3 (p)

ij
wie gewiinscht.
2. Fall: m3 #0 und my =0
Dieser Fall kann analog zum ersten Fall behandelt werden.
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Anhang B. Ergénzung zum Beweis von Lemma 2.3.10

Vorbereitung der weiteren Fille

In den noch nicht behandelten Féllen gilt m3z # 0 und my4 # 0. Die Dichte f,ms.m4(b) lésst
2,

sich dann auch folgendermaflen schreiben:
fA;”jS’m‘l (b) = fM3wi+M4wj (0)

= /_OO fmgwi(m)fm4wj(b - :L‘) dx
1 b—=x
= el fal / #(o) o ()
o — msx
= L s ()

Im Falle mg # 0 und my4 # 0 gilt somit

M7 (p) C {beR / fila ( T3m>dx>0}

b—
c {beRameR:fi(x)-fj<ﬂ>>o}
my
b—
- {beR ameR:fi(x)>0Afj<ﬂ>>o}
my
b—
- {bGREImG]R:—sgxgs/\—sgﬂgs}. (B.1)
my

3. Fall: m3 #0,m4 # 0 und mg-my4 >0

Wir beginnen diesen Fall damit, die zweite Ungleichung in (B.1) umzuformen. Es gilt

b— msx my b b
—s< ———<s <= —s+—<zx <—S+—
may ms ms ms ms
Nimmt man nun beide Ungleichungen in (B.1) zusammen, so erhélt man fiir = die unteren
Schranken

my b
11 =—sund rjp = ——s5+ —
m3 m3
und die oberen Schranken
my b
Ty =sund xy9=—s5+ —.
m3 m3

Fiir vorgegebenes b darf « also in das Intervall I = [max{z; 1,22}, min{x, 1, z, 2}| fallen. Ist
dieses Intervall leer, so gibt es kein geeignetes x. Um zu bestimmen, wann dieses Intervall leer
wird, 16sen wir zunéchst die Gleichungen ;1 = x,2 und x; 5 = x,,1 jeweils nach b auf. Es gilt

Tyl = Ty2 < b= —(m3 + m4)s

und
T2 =Ty <= b= (mg+mu)s.
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Unterfall 3a: ms >0 und m4 > 0

In diesem Unterfall gilt
b < —(m3+my)s = w51 > Ty und
b > (mz+my)s = x2>Ty1.
Zusammenfassend kénnen wir also festhalten, dass I = () ist, falls b < —(mg + my4)s oder

b > (ms3 + my)s gilt. Demnach ist in diesem Unterfall

*,M3,1M4

i, (p) g [_(m3 + m4)37 (m3 + m4)3]7

also

/ 1db < 2(m3 +my)s < dmpaxs.
M (p)

Unterfall 3b: m3 <0 und my4 <0

In diesem Unterfall gilt
b > —(m3+my)s = x5 > xy2 und
b < (mz+ma)s = x2>Ty1.
Zusammenfassend kénnen wir also festhalten, dass I = () ist, falls b > —(m3 + my4)s oder

b < (ms3 + my)s gilt. Demnach ist in diesem Unterfall

*,M3,M4

i,j (p) - [(m?) + m4)s, _(m3 + m4)3]7

also

/ 1db < 2(—m3 —my)s < dmpaxs.
M (p)

4. Fall: m3g #0,m4 # 0 und m3 -my <0

Wir beginnen auch diesen Fall damit, die zweite Ungleichung in (B.1) umzuformen. Es gilt

b—msx o b my b
—s—————<s &= —s+—<zx<—5+—.
my ms ms mg mg
Nimmt man nun beide Ungleichungen in (B.1) zusammen, so erhilt man fiir x die unteren

Schranken

my b
11 =—sund ;9 = —s5 + —
ms ms
und die oberen Schranken
my b
Ty1 =sund xy9=——5+—.
ms3 ms3

Fiir vorgegebenes b darf « also in das Intervall I = [max{x; 1,22}, min{a, 1,z 2}] fallen. Ist
dieses Intervall leer, so gibt es kein geeignetes . Um zu bestimmen, wann dieses Intervall leer
wird, 16sen wir zunéchst die Gleichungen ;1 = x,2 und x; 5 = x,,1 jeweils nach b auf. Es gilt

Ty =Ty <= b= (my—m3)s

und
Tio = Ty1 = b= —(my—m3)s.
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Anhang B. Ergénzung zum Beweis von Lemma 2.3.10

Unterfall 4a: ms >0 und m4 <0

In diesem Unterfall gilt

b < (mg—m3)s = w51 > Ty und

b > —(m4 — mg)s = T2 > Ty,l-

Zusammenfassend kénnen wir also festhalten, dass I = () ist, falls b < (m4 — my4)s oder
b > —(my4 — mg3)s gilt. Demnach ist in diesem Unterfall

M (p) C [(ma — mg3)s, —(mag —m3)s],

also

/ 1db < 2(ms3 —my)s < dMpaxS.
M3 (p)

Unterfall 4b: m3 < 0 und my4 > 0

In diesem Unterfall gilt

b > (ms—m3)s = x5 > 2,2 und

b < —(m4 — mg)s = T2 > Tyl
Zusammenfassend koénnen wir also festhalten, dass I = () ist, falls b > (m4 — mg)s oder
b < —(my4 — mg3)s gilt. Demnach ist in diesem Unterfall

M:}ms,m4 (p) C [_(m4 — m3)5, (m4 — m3)5],

also

/ 1db < 2(—m3 + my)s < dMpaxs.
M (p)
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0, ¢
A, AT

EATEAD

Mmax

Symbolverzeichnis

{1,2,...,n}

Ende eines Beweises bzw. Ende eines Beispiels

Grofle des Gewinner-, Verlierer-, bzw. Giiltigkeits-Gaps
die Zahl z nach dem b-ten Nachkommabit ab- bzw. aufgerundet
Logarithmus zur Basis 2

Menge der natiirlichen Zahlen, {1,2,3,...}
{0,1,2,3,...}

Menge der nicht negativen reellen Zahlen

Menge der ganzen, rationalen bzw. reellen Zahlen
Wertebereich der ganzzahligen Variablen
Perturbationsmodell

Perturbation der Eingabe I gemafl ‘H

Menge der erlaubten Losungen aus D"

Supremum der Dichte des Perturbationsmodells

D|

max{|a| | a € D}

Eingabegrofie

Anzahl der ganzzahligen Variablen
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